Komentarz 3 do fcs. Drgania sieci krystalicznej. tiepto wiasciwe ciata statego

Drgania krysztatu maemy rozwaa¢ z dwoch punktdw widzenia. Pierwszy to
makroskopowy, gdy dtugo fali jest znacznie wksza ni stata sieci. Wowczas struktura
krysztatu nie jest istotna a drganie opisywanepestz wtasngéci makroskopowe takie jak
modut spezystasci postaciowej i gstas¢ materiatu. Drugi to mikroskopowy, gdy diugo
fali zwigzana z drganiami jest porownywalna zeassaci. W drugim przypadku,

charakterystyka drgiezalezry od struktury krystalicznej.

Kazde ciato, o ile ma oké&bone wtasnéci sprzyste mae by wprowadzone w drgania
mechaniczne. Gato towarzyszy temu emisja fatwlickowych. Ji dawno zauwzono,ze
ciata o okrélonej symetrii ksztaltu megdrga tylko z okrélonymi czstasciami

(czgstasciami rezonansowymi).

Podobnie jest w krysztale. K&e pocatkowo niezalene od siebie drganie pojedynczych
atomow albo zostanie szybko wyttumione albo zaisgma kolektywne drganie catej sieci
krystalicznej. Takie kolektywne drgania sieci krystalicznej nazywae g fononami.
Zgodnie z zasadami mechaniki kwantowej fonony grimg interpretowane jako pojedyncze
paczki falowe o gdzie p =7k (k jest wektorem falowym ) ienergtic. ( & jest czstascia
kotowg drgar). W przypadku kadego rodzaju fal wane jest okréenie ich pedkaosci
fazowych i grupowych w danymsmdku. Wielkdci te tatwo obliczg gdy znana jest
zaleenosé czestasci drgan, lub energii fononu od wektora falowego. W magiszym
przypadku sinusoidalnej fali ptaskiej rozchadej st w ciggtym izotropowym érodku, dla
ktorej wychylenie z polzenia rownowagi opisane jest wzorem

A= A ™ (3.1)

predkosci fazowa i grupowa dane dpowiednio wzorami

X @
v, =—=— 3.2
LTk (3.2)
[

da
UQ:idk (3.4)

Funkcjeu; (k) i u,(k)opisupce te zalgnosci w konkretnych przypadkach nazywamy

krzywymi dyspersji , lub po prostu dyspersa.



Drgania sieci jednoatomowych

Rozwamy mechaniczgfalg ptask rozchodzca sie w sieci regularnej prostej w kierunku
[100]. Faktycznie rozwaania nasze stuszneda dla wszystkich sieci regularnych, dla fal
rozchodacych s¢ w kierunkach [111], 100]i [110{5dy wychylenia atomow g
prostopadte do kierunku rozchodzenia i fali mamy do czynienia Zala poprzeczm,
gdy z& kierunek drgan atomow jest rownolegty do kierunku rozchodzenia sgifali

mamy fale podtuzna. Oba przypadki przedstawiong sa rysunku 3.1
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Rys 3.1 a) drgania podine , b) drgania poprzeczne linie odpowiadpjaszczyznom

sieciowym, kropki to yzty sieci.

Zauwaamy,ze dla fal ptaskich wychylenia atoméw najeych do odpowiednich
ptaszczyzn sieciowychysakie same. Mzemy wic ponumerowaptaszczyzny i niezaimie
czy mamy do czynienia z tapoprzeczg czy podhing nazwa wychylenie atomow s-tej
ptaszczyzny z poleenia rownowagi symbolem.u
Dalej zaktadamyze sita dziatagca na dam ptaszczyzn pochodzi od sgeystej reakciji
pozostatych ptaszczyzn, jestewiproporcjonalna do ihicy odpowiednich wychyke Dla

dwoch ptaszczyzn nim otrzymamy :



an = Cnm(um - un) (3'4)

We wzorze powgszym G, jest ( mikroskopowym)wspotczynnikiem spystaosci krysztatu.
Wspotczynnik ten mie przybierda rozne wartdci dla fal podtinych i poprzecznych.
Korzystajc z relacji (3.4) mana obliczy catkowity site dziatapcg na dag ptaszczyza.

Zastpujac m= n+p otrzymamy:
Fo = Crpep(Unep —U,) (3.5)
p

Korzystajc z 1l prawa Newtona otrzymamy réwnanie ruchejmptaszczyzny:

d

2
u
M52 = D Co (U, ) (36)
p

Zarowno rownanie (3.1 ) jak ( 3.5) opisuje ruehych ptaszczyzn. Zamiast ptaszczyzn
mozna rozwaa¢ poszczegoélne atomy. Zakge od tego co bierzemy pod uwagybieramy
odpowiednj mag M (masa catej ptaszczyzny lub masa atomu) i odedm wspotczynnik
sprezystasci C, ktory kzdzie makroskopowym wspotczynnikiem spystasci materiatu, w
przypadku catych ptaszczyzn, lub mikroskopostah sprzystadsci, w przypadku
pojedynczego atomu.

Réwnanie (3.6) mma znacznie upkgi¢ jesli wezmie st pod uwag oddziatywanie tylko
pomiedzy najblizszymi gsiadami, czyli pongidzy atomem n tym i n-1 oraz n —tym i n+1.
Wowczas

d’u,
dt®

M = C[(un+1 - un) + (un—l - un)] (37)

Szukamy rozwjzania rownania (3.7) w postaci fali ptaskiej :

u, =u, e (3.8)



gdzie k jest wektorem falowym falk = 277/ A a « jest czstdicig drgar. Odcinek ‘a’ jest
odlegtacia pomidzy ptaszczyznami sieciowymi. W sieci jednoatomjomgelzie to
jednoczénie stafa sieci. Po podstawieniu (3.8) do (3.72yotramy:

-Mw?® =C[(e*® -1) - (1- e™*)] = 2C[cos(ka) —1] = -4C Sinz[; ka] (3.3)

Z réwnana (3.3) wynika specyficzna zales¢ czstasci fali (fononu) od wektora

falowego, ktéra nosi naandyspersiji.

pierwsza strefa
1Brillouina 1

energia fononu
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5 /€ it
w= M |S|n[2ka]| (3.10)

Wykres tej zalenosci przedstawiony jest na rysunku (3.2). Przedstawtu dwie krzywe

dyspersji obliczone przy zateniu,ze stata sprzystasci dla fotonu podtanego C; jest dwa

razy wiksza nk stata spgzystacsci dla drga poprzecznychC, .
Daje s¢ zauwayc¢, ze krzywa dyspersiji jest funkcperiodyczig z okresem%n. W
0golnym przypadku funkcja dyspersiji jest periodyazrokresem sieci odwrotne;j.

Powracajc do definicji pierwszej strefy Brillouina, w pmagdku naszych drgaodpowiada

ona odcinkowi j, T Jak wida, ze wzgtdu na periodyczrig wszystkie informacje o
a a



wiasndaciach fononéw znajduajsic w obszarze pierwszej strefy Brillouina. Pasyy

wniosek pozostaje stuszny rownigla bardziej skomplikowanych struktur.

Warto zastanowisie nad sensem fizycznym powszych prawidtowéci. Zastanéwmy si

co wynika z zalenosci wektora falowego od diugoi fali, k = 2/]72 . Jéli k bytoby poza

zakresem pierwszej strefy BriIIouina_rn "o odpowiadajca mu dtugéc fali bytaby
a a

mniejsza ni 2 stale sieci. Praktycznie w krysztale fale éakie mog istnie, a j&li mimo
wszystko zateymy, ze istniej to ruch atomoéw, czyli to co obserwujemy bytbyitak dla
fali o wickszej dtugdci. Np. fala, poruszaga s¢ w kierunku (+x), o wektorze falowym

3n

23 A= ga) obserwowana bytaby jako fala o wektorze falowyn%n5 ,( patrz rysunek 3.2) i

diugcici fali A = 4a. W dodatku, z ujemnej wado wektora falowego wynikae

obserwowany ruch odpowiadatby fali poruszaj st w kierunku przeciwnym (-x). Sytuacja
gdy wektor falowyk = J_rZ odpowiada fali stacej w krysztale. Zauwamy,ze zakres

moazliwych energii fonondw jest ograniczony. Z rysurtk@ wynika ze zmienia sion od 0
do hw,,,. Zakres dozwolonych energii okrdany jest czsto jako widmo fononow .

Oprocz informacji o dozwolonych energiach krzywamlsrsji pozwala na obliczenia

predkosci fazowej,v; i predkasci grupowej,vy . Ponisze wzory przedstawipdpowiednie

zaleznosei :
.1
| sin[=ka] |
v, =%=pC 2 7 (3.11)
k M k
Uq :d—wafg mELcos[&ka] (3.12)
dk M [k 2

Ze wzorow (3.11) i (IV =3) wynikaze w przypadku fali stegej, k = ian predkosé

grupowa jest réwna zeru.
Warto rozpatrz§ przypadek fal dtugich, dla ktorych k jest bliskieru. Rydkos¢

grupowa i fazowa wynogzodpowiednio



: : w C
im, ,,u. =lim__ (—)=%x.|—[@& 3.13
sl =limy () =%, (313)

lim, .o, = Iimkﬁio?ji) =+ Ia a (3.14)

Znaki (+) i (=) odpowiadajkierunkom rozchodzeniagsiali wzglgdem naszego uktadu
wspotrzdnych. Zauwaamy,ze predkos¢ grupowa jest réwna gakosci fazowej, co wicej
predkosci te mog by¢ okreslone przez makroskopowe wiasookrysztatu. Przyjmujc, ze
M/a®= p jest gstaicia, a Cl/a=E, jest modutem spystaici objetosciowej, otrzymamy znan

zaleznoé¢ na pedkose fal akustycznych w materiale
U= \F (3.15)
P

Siet krystaliczna zawierajagca 2 rGzne atomy w komaorce elementarne;.

J&li z danym wztem sieci zwjzane g dwa atomy mgzemy wyobraz sobie dwa rodzaje
drgai. W pierwszym przypadku atomy wewle poruszaj sic w tym samym kierunku @sw
fazie), w drugim przypadku poruszaic w kierunkach przeciwnych. Pierwsze drganie nosi
nazwe drgan akustycznych ( fonony akustycznel) do pewnego stopnia jest onasame z
poprzednio oméwionym przyktadem dfgsieci z jednym atomem w g¢ale. Drugie drganie
,gdy atomy poruszajsic w kierunkach przeciwnych nosazwe drgania optycznego

(fonony optyczne).W zaleznoéci od tego czy atomy drgayv kierunku rozchodzeniagstali

, czy te. prostopadle do tego kierunku mamy do czynierdeganiami podtanymi lub
poprzecznymi. W sumie mamygei4 rodzaje drga dwa akustyczne ( TA- transverse
acoustical i LA-longitudinal acoustical) oraz deftyczne ( LO — longitudinal optical i TO —
transverse optical). W zasadziezta z bardziej zloonych drga moze by rozpatrywane

jako superpozycja powgzych modow.

W dalszym cigu skupimy s na modach podinych, jednak wszystkie otrzymane
zalezndéci, co za tym idzie wnioskidalg stuszne réwniedla fal poprzecznych.
Rozwamy uktad dwoch atomow o masach MM , znajdugcych s¢ w komorce

elementarnej (Rys 3.3).
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é é o> o« o ® Rys . 3.3 . Drgania podtuae sieci z
Ci) é (::9 d (j? 9{ komorké dwuatomayvzawierajcg

| ! ! ! : : atom A i atom B. Plaszczyzny

GTD 3 G.D 9 Q‘? ? parzyste odpowiadajatomom A ,

. 2a E :'I E ! nieparzyste atomom B. &0
u<25_2 Ups-1 :U2s Uos+1 Ups+2 Lbs+3 zamiast atoméw mamy do czynienia z
M M, M M M, M jonami ( np A — jony dodatnie , B-

jony ujemne

Poniewa atomy ( jony) typu A i B mogrozni¢ sie mag (i tadunkiem) ruch kadego z nich
powinien by opisany innym rownaniem ruchu. Dla wybranej paryB\otrzymamy

nastpujacy ukitad réwna:

d2u23+l —

MlT - C(U23+2 T Uy — 2u23+1) (316)
d2u25 —

M, a2 CUpguy +Upgy ~ 2Uy) (3.17)

Podobnie jak dla sieci z jednym atomem w komortkamy rozwazan réwnai ruchu w

postaci fal ptaskich. Szukamy rozwen dla atoméw A i B, takictie

U, = & Lexp{i[(2s+1)ka— at]} (3.18)

u,, =n Lexp{i[2ska— at]} (3.13)

gdzie ¢ i n 53 amplitudami wychylé atomow (jonow) A i B. Wstawiag (3.18) i (3.13) do
(3.16) i (3.17) otrzymuje sinastpujacy ukiad rowna

[2C - w®M,]& — C{explika] + exp[-ika]}/7 = 0 (3.20)

- Cé&{explika] + exp[-ika]} +[2C - w*M,]7 =0 (3.21)

ktory posiada nietrywialne rozg#ania gdy znika jego wyznacznik utworzony ze

wspotczynnikow przyéin .

Znikanie wyznacznika prowadzi do ngalijacego wyraenia na cgstas¢ fononow:
8



=2
w = lc(t+ Lysc t 4 1y ABInka (3.22).
- Ml MZ Ml M2 M1M2

Powyzsze réwnanie otrzymano wykorzysfajrownaé explika] + exp[-ika] = 2coska.
w, i w odpowiadaj odpowiednio gaizi fonondw optycznych i akustycznych. Krzywe

dyspers;ji dla tych gati przedstawionegsna rysunku (3.7)

fonony optyczne Rysunek 3.4
Dyspersja fononéw.
Na rysunku
2C przedstawiono ga¥
_ ‘ 4/ M, fononéw optycznych i
pienvwsza strefa
Erillouina akustycznych
8 — 2C
Ml
fonony
akustyczme
T T T | T T | T T |
10 -05 ) D('DE | 05 1.0
d

Latwo jest zauway¢ ,ze krzywa dyspersji jest periodyczna z okreslér,npomia;dzy_zl2
a a

izn, co odpowiada statej sieci rownej 2a. Komdaleamentarna sktadaesz dwoch
a

atomow Ai B (Patrz rys. 3.3). Maa oblicz¢ energie fonondw w polilii sSrodka strefy

Brillouina ( odpowiada to dtugim falom) . Zaktadaj, ze k jest bliskie zeru otrzymamy:

w, =\/2C(1+1) (3.23)
Ml M2



w = Lka (3.24)
N M, +M,

Zauway¢ mazna,ze krzywa dyspersji fononéw akustycznych (3.24) adpda krzywej
(3.10) gdy zaley sic , ze atomy A i B maj takie same masy.

Mozna obliczy¢ wartas¢ czestasci fonondw na granicy strefy Brillouina. 8ie M1 > M,

m, _|2C

w, (ﬁ) BRIYR ] (3.25)
m, _|2C

w. (5) = —Ml (3.56)

Z przebiegu krzywych dyspersji fatwo zauyé, ze w krysztale z dwuatomaevkomorky
. ., . , . l2c . |2C
elementarg nie mog istnie¢ drgania o cgstasciach pomgdzy IR i M.
2 1

Drgania cieplne
Wszystkie rozwzania prowadzone povigj, stosowane do dowolnych przemies#cze
sprzystych, obejmuyj takze drgania cieplne. deli przyjmiemy, ze wszystkie atomy
podlegag klasycznej statystyce to zasada ekwipartycji eneggtosowana do pojedynczego
atomu doprowadzi nas do wzoru opigEggo ciepto wisciwe sieci jako:

¢, = 3Nk (3.57)
jest to prawo Dulonga-Petita prawo to zadziwgaj dobrze opisuje ciepto wiewe ciata
statego w wysokich temperaturach.
Teraz kiedy znamy bardziej szczegotowo natmnozliwych drgar sieci, maemy obliczy
ciepto wiaciwe znacznie dokfadniej. Aby otrzyharawidtowe wynik dla niskich temperatur
musimy wy¢ prawa rozktadu Bosego-Einsteina (patrz komentarkt@je dla czsci zagtych
standéw drga lub sposobdéw drgao czstasciach kgtowych . daje:

(V) = (3.58)

ekt —1
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Jezeli g(v) jest catkowig liczbg takich stanow (tj. fononogvgestaécig standw) leacych w

zakresie pongdzy v i v+dv, wowczas energia drjavyraza St przez:

E = r“;?4(\’)@ (3.53)
0 € kKT — 1
Zrozniczkowanie tego wytaenia wzgédem temperatury daje ciepto tawe. Zanim jednak
przysgpimy do jego obliczania, powinimy miet wigcej informacji o gstaci stanow
fononowych nazywanej zazwyczaj widmem fononéw lubnaem drgéa sieci. Najprostszym
zatazeniem uytym przez Einsteina jest przgjie, ze wszystkie jony w sieci drgag t3 sany
czgstotliwoscia charakterystyczn v . Wszystkie N jonéw drga niezalaie i drgania we
wszystkich trzech wymiarach tzk g niezalene od siebie. ROwnowiae jest to przyjciu, ze

mamy 3N niezalenych oscylatoréw. Wobec tegegias¢ standw jest rowna:

g(v)=3No(v-v,) (3.60)
| energé wewretrzng otrzymamy podstawiag powyzsze wyraenie do wzoru (3.53)
3 Nhv
E=—F— (3.61)
e -1

gdzie catka znika, poniewacate widmo redukuje sido pojedynczej linii (funkcja delta
Diraca w wyraenie 3.60) o wysolki 3N jednostek przypadgych nav; . Ciepto wigciwe

sieci jest okrélone wowczas przez:

hvg Te
2 _KkT| 2 T
dT hve Te
(e”' —1} [e” —1}
gdzie T. tzw. temperatur Einsteina jest zdefiniowana jako:
hv. = KT (3.63)

Teoria Einsteina przewiduje zmianyc, z temperaty. Ogolny ksztatt krzywej

eksperymentalnej jest zgodny z przebiegiem teoretym, brak jest tylko doktadnej
zgodndci w niskich temperaturach.

Doktadniejsze przyhtenie widma drgadaje teoria Debaye’a. Zgodniegztéorg mazna
przyja¢, ze rodzaje drgas takie same jak w sgrystym continuum tj. mina zastosowa
zwigzek dyspersyjny:

@ =uk (3.64)

11



gdzie u jest pedkoscig dzwigku przygta jako izotropovy. Korzystagc z podobnej procedury

jako to miato miejsce w przypadku oklania gstasci standw drga w przypadku ciata

doskonale czarnego otrzymujemy rasiace wyraenie na gstas¢ stanow w tym przypadku:
(3.65)

Pamgtajac 0 tym, ze a =27v i korzystajc ze wzoru (3.53) m@my napis& wyrazenie

okreslajagce energi:

Vh % vdv
= sl -68)
0 ekT _1

ktore jest naszym wynikiem dla jednego rodzaju firgegeli wigczymy zaréwno dwie fale

poprzeczne jak i fal podtwzng to wyrazenie to musimy pomriy¢ przez trzy i przyc
predkos¢ dzwicku ujako srednig dla trzech rodzajow drga Uwzgledniajgc wyrazenie na

catkowity liczbe drgaa:

AN
N = 3.67
3By’ (3.67)
Mozemy wyeliminowa V /u®i wtedy:
g = INDf vdv. (3.68)
T o g
Dla wickszej przejrzysteci wprowadmy zmienn:
X = hv (3.63)
KT
i definiujagc temperatuy Debaye’a:
T, =% (3.70)
k
Otrzymujemy wowczas:
4Tp /T 3
£ = INKT X dx (3.71)

Ty o -1
Zauwamy, ze catka nie zawieraadnego parametru okfejacego probk. Ciepto wiaciwe
jest pochods wyrazenia (3.71). Rezultat nioa najlepiej zrozumie analizugc przypadki

graniczne. W bardzo niskich temperatura(:T\«TD) gorna granica catkowania jest

faktycznie rowna nieskmzondci i catka dizy do statej wartéci 77* /15tak, ze

4
g = 3NKT d7 (3.72)
T: 5
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CV=E=1—2n“Nk(lj (3.73)

Wyrazenie to jest dobrze znanzaleznoécia T>obowizujaca w niskich temperaturach.

Zgadza si ona z danymi eksperymentalnymi znacznie lepigj kizywa Einsteina. W

temperaturacfi >>T, wyrazenie (3.71) daje dobrze znane prawo Doulonga-Petita
Zaskakujce jest to,ze teoria Debaye’'a daje zgodidoz eksperymentem pomimo tak

drastycznych zal@n. Sugeruje toze wtasngci cieplne nie g zbyt czute na szczegdéty widma
drga.
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