Komentarz do wyktadu z FCS 04
Podstawy szczegolnej teorii wzgtnosci
Szczegolna teoria wzglnasci stworzona przez Einsteina jest tgqurzestrzeni i czasu.
Oparta jest na dwéch postulatach:
e Zasadzie wzgldndsci Einsteina,
* Zasadzie niezmiennicga predkosci swiatta
Zasada wzglndsci Einsteina stanowi rozszerzenie mechanicznejdzasagkdnaici
Galileusza na wszystkie bez wifu zjawiska fizyczne. Glosi onae:
wszystkie prawa przyrody % jednakowe we wszystkich inercjalnych uktadach
odniesienia
Zasa@ powyzszg mazna rownie sformutowa nastpujaco:
rownania, wyrazajace prawa przyrody @ niezmienne wzgédem przeksztatcenia
wspotrzednych i czasu przy przejciu od jednego inercjalnego uktadu odniesienia do
drugiego
Zasada niezmienniczoi predkosci swiatta stwierdza:

predkos¢ swiatta w prézni jest jednakowa we wszystkich inercjalnych uktadah
odniesienia i nie zalgy do ruchu zrodet i odbiornikdw swiatta.

Transformacja Lorentza
Zalézmy, ze w chwili t =t' =0 pocatki ukladéw Ki K', to jest punktyOi O', pokrywaty
sie. Zalemy ponadtoze w chwili tej z pokrywajcych sé punktéw Oi O'wystano sygnat
Swietlny w dodatnim kierunku osDxi O'X . Po czasid sygnat ten oggnie w uktadzieK
punkt o wspotrzdnej x = ct natomiast w uktadzi&' punkt o wspotrzdnej X = ct’
Ze wzgkdu na jednorodni@ przestrzeni i czasu oba uktady powinny layvigzane liniowymi
transformacjami wspotezinych i czasu w postaci:

X =ax+at t'=bx+ht (4.1)
Potazenie pocatku ruchomego ukladu odniesienia € ) @mierzone w nieruchomym
ukfadzie odniesienia wynosk =vt, a zatem wspotczynnikg,i a, spetniaj nastpujacy
zZwigzek:

avt+at=0=av+a,=0 (4.2)
Poniewa z zasady niezataeosci predkosci swiatta wynika,ze:

X2 —c? =x?-ct'? = (ax+at) -c? (bx+hbit) (4.3)

xz(l— a’ + czbf)— c2t2(1+2—j - bzz) - 2(a1a2 - czblbz)zt =0 (4.4)

Poniewa zwigzek (4.4) musi by spetniony dla kadego (x,t)wobec tego kady ze
wspoétczynnikbw musi by réwny zeru co w paktzeniu z relag (4.2) prowadzi do
nastpujacych rozwjzan:
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Szukane transformacje, zwane transformacjami Leegemhag zatem postanastpujaca:
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Dlugos¢ ciat w réznych uktadach odniesienia
Zattzmy, ze w ukfadzieK' znajduje sj spoczywaicy pret o diugaci |, rownolegty do osi
O'X . Dhugaé¢ preta jest okrélona przez wspétetne jego kéacow:

lo, = X, — X, 4.7)
Wspohrzdne x i x;nie zalea do czasut'. Niech rozwaany pet porusza si wzgledem
uktadu K z predkoscia v w dodatnim kierunku oDx . Aby okreli¢ jego dlugdé¢ w ukitadzie
K nalezy zarejestromawspotrzdne jego kacow x, i x,w tej samej chwili czasti. Diugas¢
preta w uktadzieK wynosi:

= %,(t)-x(t) (4.8)
Zauwamy, ze prdkos¢ vjest pedkoscig uktadu K', w ktorym pet pozostaje nieruchomy
wzgledem ukiadu K. Uklad w ktorym cialo pozostaje nieruchome nazywaoktadem
wilasnym ciata. Korzystag ze wzordow transformacyjnych memy napisé

-vt , -wvt

X = %= 4.9)
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Wobec tego:

= (4.10)

Po przeksztatceniu znajdujemy:

2
I=1,,1-2 (4.11)
C

Ostatni wzor opisuje zwkek pomedzy diugdacia preta | mierzory w uktadzie w ktérym pat
porusza & z prdkoscia vrownolegh do peta i jego diugécia wiasry |,(dlugcdscia w
uktadzie wzgédem ktérego mit pozostaje w spoczynku). Wzoér ten opisuje tzwosg&nie
Lorentza. Naley pamkta¢, ze skrécenie nagpuje tylko w kierunku ruchu ciata, natomiast
wymiary w innych kierunkach pozosidjez zmian.
Czas trwania zdarzex w roznych uktadach
Zattzmy, ze w pewnym punkcie o wspoékanych X =a w uktadzie K'zaszto zdarzenie
trwajace :

Aty =t, -t (4.12)
Jest to czas trwania zdarzenia w uktadzie wtasnlgiakéu, ktdrego zdarzenie dotyczy. Niech
obiekt ten poruszasi prdkosciag v w dodatnim kierunku oDX uktadu K . Prdkosé vjest
zarazem pydkoscia wzgledng uktadéw Ki K'. Pocatkowi i koncowi zdarzenia w uktadzie
K odpowiadaj czasy:
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Tak wiec czas trwania zdarzenia w ukltad#{gest réwny:
t+oa t+oa
2T 2 17 2
At=t,-t==—_¢ ' ¢ - Ab
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Widat z tego, ze zdarzenia w ukfadzie, w ktorym obiekte gporusza trwaj diuzej.
Zauwamy, ze w uktadzie K ciato, ktérego dotyczy zdarzenie przebywa w czasi@nia
zdarzenia drog VAt

(4.14)

Fale materii — dtugasé¢ fali de Broglie’a 5

Podstawowym zaleniem de Broglie’ bylo toze z kadym okruchem materii jest
stowarzyszona wibracja. Energia kantowa tego deg§ego energia falowa) réwna jest — z
zalazenia — energii spoczynkowej ciata (jego energisteczkowe))

E,=mc’ =hv (5.1)
W kazdej wibracji c@ musi wykonywé& drgania. De Broglie nie mogt nic powiedzie
naturze drgajce] wielkasci w swoich falach materii. Przypémy, ze nadamy tej wielkei
oznaczenieW . W uktadzie odniesienia pmizonym z obiektem przemieszczerdémozna
zapisd@ jako

W =Y, sinat (5.2)

gdzie w=2mv jest czstotliwoscia kotowa, a vczgstotliwoscia drgar. Przypécmy, ze
umiescilismy sk sami w uktadzie laboratoryjnym odniesienia, w ktdrrozpatrywany obiekt
porusza si z predkoscig uw kierunku x. Przemieszczenie fal materii w tym laboratoryjnym
uktadzie odniesienia ntaa opisa stosujc lorentzowskie przeksztatcenie czasiskyd

W' = wosina{t'—%’jy (5.3)

Drgania fali materii staly siteraz liniowg falg rozchodzca sic w kierunku osi x. Fale
rozchodzace s¢ w przestrzent', X mazna przestawi jako:

W' =W sin(at’ - kx) 45
gdzie k jest liczly falowsg drgaa (k = 277//1). Jezeli przyrownamy wspétczynnik przyx’ w
argumentach wzorow (5.3) i (5.4), dostaniemy

2n 27
k = 7 = ﬂ = —zy ()
c C
Eliminujac vz wyrazenia po prawej stronie i wzoru (5.1) otrzymujemy.:
1 _(mc® \uy
—= — 5.6a
A ( h J c? (5.62)
P/ __h _h (5.6b)
muy p

Tak wigc diuga¢ fali de Broglie'a jest odwrotnie proporcjonalna ggdu ciata, przy czym
stata Planckahjest wspétczynnikiem proporcjonalém. Nalezatoby w tym miejscu zapyta
w jakim celu de Broglie prébowat w taki sposéb skdikowac fizyke. Odpowied brzmi, ze
koncepcja fal de Broglie stwarza namzdibardziej fundamentalne podstawy do kwantyzacji
orbit elektronowych w atomie Bohra.

Nic pazytecznego nie ma wynikrgé z zastanawianiagiw jakim konkretnie miejscu
na swojej orbicie znajdujegsiv danej chwili elektron. Wobec tego weny zatayé, ze fala



zwigzana z elektronem jest rownomiernie rozprowadzanalwodzie orbity. W takim razie
dla kazdej orbity powinien by spetniony warunek istnienia fali s§ogj; inaczej mowic fala
powinna tagodnie i gladkadzy¢ sic sama ze sabwokot catej orbity. Odpowiada tdaniu,
by orbita zawierata catkowitliczbe dtugdsci fal:

21, =nA (5.7)
Jezeli pomnaymy to réwnanie przegp/2n, to
pr,=L, = n(lj (5.8)
2ir

co jest identyczne z warunkiem Bohra na momegdup Hipoteza de Broglie’a zostata
potwierdzona w roku 1927 przez Davissona i Genédaizy badali rozpraszanie na krysztale
niklu. Rozpraszanie mito charakter selektywny - ketny byly rozpraszane pod
odpowiednimi lgtami. Wyniki déwiadczéh mazna byto wyjdni¢ tylko przypisugc
elektronom wiéciwosci falowe i traktugc rozpraszanie jak dyfrakcjelektronéw na sieci
krystalicznej. W tym samym roku Thomson i Tartakkinatrzymali po przejciu elektronéw
przy przejciu elektrondéw przez cienkie folie ztote obrazy rdydcyjne identyczne, jak dla
promieni rentgenowskich.

Zasada nieoznaczongei Heisenberga

W mysl poje¢ mechaniki klasycznej stangstki jednoznacznie okéka podanie trzech
wspotrzdnych potaenia castki i trzech skladowych jejgolu wzgkdnie pedkosci. W kazdej
chwili wszystkie te wielkéci map $cisle okr&lone wartéci mogy by¢ jednoznacznie
zmierzone w zasadzie z dowolniezdudoktadndciag zalezng wytacznie do precyzji iytej
aparatury. Kolejne, zmiengge s¢ w czasie, stany @stki tworz tor castki. W mechanice
kwantowej, a wgc w przypadku mikrocgstek w mikropolach, istnieje istotne ograniczenie
stosowalnéci takiego opisu. Ograniczeniem tym jest zasad@zmaczonéci Heisenberga
sformutowana w 1927 roku.

Jedry z wiasciwosci mikroczstek jest to,ze zmienne dynamiczne mpgbyé
wyznaczone tylko z pewn dokladndcig. Istnieg pary zmiennych, nieokéenaosci
wyznaczenia, ktérych powzane § w pary. Przykladem mme by wspohzdna x i
odpowiadajca je]j skiadowa p, pedu. Nieokrélonosci wyznaczenia tych wielléoi
powigzane § zaleznoscia

1h
AP, > (5.9)

Ostatnia nierown& jest rownie stuszna dla innych par wielk@ np. energii i czasu.
Wielkosci takie nosz nazwe zmiennych sprzonych. Jeeli oznaczymy dwie wielkdi
sprzzone przezA i Bto zalenos¢ miedzy nieokrélonosciami ich wyznaczenia niemy
zapis& nastpujaco

AATDB >%2l (5.10)
Vi

Nierébwnai¢ ta wyraza zasae nieoznaczoniei Heisenberga:
lloczyn nieokreslonosci dwoch wielkasci sprzezonych nie mae by¢ co do rzdu wielkosci
mniejsza od statej Plancka.

Nieoznaczon& potazenia i gdu czstki wigze sk scisle z ogbélnymi wiasngciami
fal, ktére w mechanice kwantowej opigygachowanie cgtek. Castke poruszajca sie w
kierunku osi x ze $cisle okr&lonym pedem px(ApX =O) reprezentuje fala de Broglie'a o



jednejscisle okr&lonej diugdci fali :Li liczbie falowej k :% =2 Jest to wjc fala

monochromatyczna ptaska dana réwnaniem:
P, (x,t) =y gltelkl (5.11)
Zaktadajc dla uproszczeniae czsteczka posiada tylko enegdiinetyczny, tzn. przyjmugc

2

stab energ¢ potencjalg czastki jako zero, otrzymamyE :2p_m' Uzywajac zwigzku
postulowanego przez de Broglie’ a otrzymujemy gaek (zwany cgsto zwizkiem
dyspersyjnym):

h?k?

877°'m
W tym przypadku opisywana fala przedstawia sinusoidcigajaca Sie —o do + o . Scisle
okreslonemu gdowi odpowiada wic zupetna nieoznaczofto potozenia castki co jest w
zgodzie z zasadHeisenberga. W praktyce gstka zajmuje przedziat przestrzedAix, a
prawdopodobigstwo znalezienia gatki poza tym przedziatem jest praktycznie rowneize
Z drugiej strony to odpowiada znalezieniwysiki w przedziale gdu Ap, co w rezultacie da

cigg falowy, ktdry mae byt przedstawiony za pomgsumy (catki).
k+Ak

W(xt)= [w, (ke Nk (5. 13)
k-Ak
Jest tzw. paczka falowa otrzymana przez superpozydpskaczonej liczby fal
harmonicznych o rych liczba falowych z przedziatu zmiersod (k — Ak, k + Ak).

E=

(5.12)

Réwnanie Schrodingera

W opisie mechaniki klasycznej podstaw punktem wyjcia kadego zagadnienia
mechanicznego jest rownanie ruch Newtona:

m—— =F (5.14)

Z réwnania tego zngg stan pocgtkowy (potazenie i pedkosé) oraz dziatajce sity maemy
znalez¢ trajektorie r = F(t), ktora traktuje s¢ jako rozwiazanie zagadnienia. Przypomnijmy,
ze rownanie Newtona nie bylo wyprowadzane, ale ptayje jako zasag wynikajaca z
konsekwencji.

W mechanice kwantowej gatke opisuje nie rownanie trajektorii, ale funkcja fak
W(F,t). Interesuje nas fundamentalne réwnanie mechanikinkowej, zwane réwnaniem

Schrodingera (odpowiednik rownania Newtona w meit@anklasycznej), opisag¢e
zachowanie funkcji falowej w przestrzeni i czasW. tym celu przeprowasny pewne
indukcyjne rozumowanie, ktére naprowadzi nas nagoaswnania Schrodingera. Nie naje
tego traktowad jako wyprowadzenie réwnania Schordingera ponievéavnie Schrodingera
nie dedukcyjnym wnioskiem z pg@ mechaniki klasycznej (natomiast z rOwnania
Schrodingera mma otrzyma réwnania Newtona).

Rozpatrzmy najpierw przypadek astki swobodnej posiadgjej tylko energi
kinetyczry i rozchodzca sic wzdhuwz osi x. W tym przypadku energikinetyczry mazemy

2

opis& zwigzkiem E =P Przyjmijmy,ze czstke taky opisuje paczka fal ptaskich:
“2m



k+Ak
LI-J(X,t): J.Wo(k)ei(kx_w(k)t)dk (5.15)
k —Ak
Biora pod uwag, ze funkcja W(x,t) reprezentuje fale materii wobec tego powiniert by
spetniony zwazek dyspersyjny:

h?k?
E=hv= 5.16
87°m (5.16)
Mamy zatem:
h*k* j (lx=cofk)t)
hv - W, (k)g" " dk =0 5.17
] ( v Sﬂzmj o(k) (5.17)
Co oznaczaze :
2 2
iL()LIJ(x,t) __ h* 0 lP(x,t) (5.18)

2 ot 8m  ox°
Rozpatrzmy teraz przypadek ogolniejszy, gdystka nie jest swobodna tzn. gdy
porusza s w jakims polu sit, opisanym przez funkcjJ :U(x,t). Funkcja ta, o ile explicite
nie zaley od czasu, czyli funkcj&d =U (x) opisuje energie potencjaliczastki. Schrodinger
przyjat, ze w ogolnym przypadku relzwigzku dyspersyjnego (5.16) spetnia znek:

h?k?

87°m

Korzystapc z tego zwjzku w tazsamdci analogicznej do (5.) otrzymujemy:
iiaw(x,t) _ h? 92Y(x.t)

T w— +U (x,t)W(x,t) (5.20)

W przestrzeni trojwymiarowej przy petnym rozpisanugzystkich zmiennych, rownanie to
przyjmuje posté&
2 2 2 2
iiaw(x, v.2)___h* (0*W(xy.zt) a*W(xy zt), 9*¥(x,
2 ot 87°'m ox® ay* 0z
(5.21)
Jest to ogodlna postatzw. czasowego rownania Schrodingera dlastkz o masie

m poruszajcej st w polu sit opisanym przez funkcl) (x, Y, z,t). Wyrazenie :

E=hv=

+U(x,t) (5.19)

zy, z,t)j +U(x,y,zt)¥(x y, zt)

2
H=E :Zp_m+U (x,y,z1t) (5.21)

Bedace sum energii kinetycznej i potencjalnej okla sk czgsto mianem funkcji Hamiltona.
Jezeli U :U(x, Y, z,t) to funkcja Hamiltona przestawia semenergii kinetycznej i
potencjalnej, a zatem eneggicatkowit czastki, wzgkdnie w przypadku zimnym - ukiadu
czastek.

Rozwizaniem roéwnania Schrodingera jest funkcja faloWéx,t), ktéra sama jako
taka nie ma sensu fizycznego. Sens fizyczny ma kavadnodutu tej funkcji

LIJ(x.t)LIJ*(x.t)=|LIJ(x.tXZ, ktory odpowiada ¢ptasci prawdopodobigstwa znalezienia @i

czastki w punkcie xw chwili t. Funkcja falowa powinna Byfunkcjga jednoznacza
skaaczory, ciggta i mie¢ ciagte pochodne. Poniewaprawdopodobigstwo znalezienia
czastki w catej przestrzeni lub zadanym obszarzepesingcia (jezeli rozwazamy castke w



jakimsé obszarze to ona musi tang ginajdowa), wicc catka z gstasci prawdopodobigstwa
po catej przestrzeni lub po zadanym obszarze nmuésidwna jednéci:

Tw(x.t)w* (xt)dx =1 (5.22)

Ostatni warunek jest tzw. warunkiem unormowania.

W zagadnieniach fizycznych funkcja Hamiltongsip nie zaley od czasu w sposob
jawny i przedstawia stalw czasie energicatkowity czastki wzgkdnie uktadu czstek. Stany
dla ktérych tak jest tzn. dla ktérych:

oH
m 0 (5.23)
nazywamy stanami stacjonarnymi. Dla standéw stacioith maliwe jest rozdzielenie
funkcji falowej zmiennych przestrzennych od zmignceasowej poprzez proces separacji
tzn. mana funkcje falow przedstawd w postaci iloczynu (dla prostoty zrobimy to w
przypadku jednowymiarowym):
Wix.t)=¢(x)f(t) (5.24)
Podstawmy powisz funkcje do jednowymiarowego rownania Schrodingera:
Cholp(f) - _ h* 1 a%(p(x)f(t)
! 21T ot 41 2m ox* U (X)‘ﬂ(x)f (t) (5.25)
Jezeli wykonamy réniczkowanie i podzielimy przeg/(x)f (t) to otrzymamy:

ch 16f(t)__h 1 1 (0¥
T T me(x)( e *U(X)j (5.26)

Lewa strona ostatniego rownania zgleylko od czasu, natomiast prawa od wspgdrg/ch
przestrzennych. ROwRl6 obu stron dla dowolnych wakd niezalenych zmiennych czasu i
potozenia jest maliwa, gdy obydwie strony rownaniag 30wne jednej i tej samej statej
wartasci C. Otrzymujemy zatem dwa réwnaniazniczkowe. Jedno z nich na funkcjb(t)
ma posta :

I——~=—2=C czyli Cat (5.27)

277 f(t) dt f
Rozwigzaniem tego rownania jest:

21,

ft)=Ae " (5.28)
Stata Cmusi oczywécie odpowiadéa statej energii E. Widzimy wigc, ze dla stanow
stacjonarnych mma przeprowadzi separagj zmiennych przy czym ¢%¢ funkcji falowej
zalezna do czasu posiada wtedy wzégm zagadnieniu taksamy postd:

- 278, (5.29)
Do znalezienia pozostaje tylkog#z funkcji zalezna od potaenia. Znajdujemysgj z drugiego

rownania ré@niczkowego otrzymanego z przyréwnania prawej strawnania (5.) do statej
E

_h? 1 a%(x) _
P —— +U(x)¢(x)—Ez//(x) (5.30)

Réwnanie to nazywa i bezczasowym roéwnaniem Schrodingera albo réwnaniem
Schrodingera dla stanow stacjonarnych. Bezczaséweanie Schrodingera jest szczegolnym
rodzajem rownania #hiczkowego, cgsto spotykanym w innych zagadnieniach fizyki.
Roéwnanie zawiera pewien paraméii jako rozwizanie interesajnas nie tylko funkcjey



spetniajce to rownanie, ale rownialopuszczalne wardoi parametruk (energii) dla ktérych
funkcje falowe ¢ spetniaj narzucone warunki brzegowe | wymagania Gdie®

jednoznacznéi ciagtosci itd. Z reguly te dopuszczalne waito tworza zbidr dyskretny
E,E,,...E,, zwanych wartéciami wfasnymi energii. & to po prostu dozwolone

skwantowane poziomy energetyczngsteczki czy te uktadu. Naley sobie zdawa sprave
z tego,ze kwantowanie energii wprowadzone w formie sztuchnyakazéw przez Plancka,
Bohra i innych w sposéb naturalnyedzie s¢ pojawid& w rozwigzaniach rowna
Schrodingera w wyniku narzucenia odpowiednich whkéwn brzegowych. Zwykle te
bezczasowe rownanie Schrodingera spetnia bardZe wiekcji falowych, odpowiadagych
réznym wartgcia wtasnym. Funkcje te nazywamy funkcjami wlasnymézeli jednej
wartasci wlasnej energii E odpowiada k funkcji wtasnych ¢, ,¢.,,...¢, to taki poziom

energetyczny nazywamy Kk-krotnie zdegenerowanym. riadne Schrodingera jest stanie
wyjasni¢ wszystkie zjawiska atomowe z wifiem tych, ktore wiza sic z magnetyzmem i
efektami relatywistycznymi. Jednak w praktyce tro@bn matematyczne rozyaania
rownania Schrodingera sak due, ze tylko nieliczne proste przypadki daic rozwigzat w
Sposokxcisty.



