Komentarz do wyktadu 5 FCS
Przyktady rozwiazan rownania Schrodingera

1. Czstka swobodna w jednym wymiarze.

Rozpatrujemy cgstke w nieograniczonym obszarze, w ktorym energia pxédma castki

jest wszdzie taka samaJ (x, Y, z):const(poniewa‘ zawsze energia potencjalna jest

okreslona z doktadnécia do statej wec mazna przyjé, ze U =0). Na castke nie dziatag
zatemzadne sity, cgstka jest cgstka swobodm, o energii catkowitej rownej energii

2
kinetycznej E :2p_m' Dla uproszczenia rachunkdéw rozwiny na pocatek zagadnienie
dla jednego wymiaru. Zakiny, ze czstka porusza siw kierunku dodatnich warfoi osi
x. Wtedy réwnanie Schrodingera wydh nasgpujaco:

_ b1y _
417 2m  Ox? Ey(x) (5:31)
0%w(x) . 8mm _
o T Evi=0 (5.32)
Ktadac:
k2:8r2_2n2 (zawsze dodatnigs rzeczywiste) (5.33)

Otrzymujemy ogolne rozwzanie rownania (5.):
w(x)=Ce™ +C,e™ (5.34)

Po uwzgtdnieniu réwnie czgsci funkcji falowej zalenej od czasu otrzymamy:
W(x,t) = Ad®e) 4 geriteed (5.35)
gdzie w:%. W naszym przypadkuB= diyz drugi czion rownania (5.35)

przedstawia fgl rozchodacs si¢ w kierunku — x, podczas gdy @stka porusza siw
kierunku + x. W rezultacie:

W(x,t) = Aded (5.36)
Wartdéci wkasne w tym przypadku wynaszatem:
h?k?
E= 5.37
8rr'm (-37)

2. Czystka swobodna w trzech wymiarach
W przypadku ruchu gatki swobodnej w przestrzeni tréjwymiarowej, haonian czyli
wyrazenie opisujce energi wyglada nasgpujaco:

_ h? aZkP(x, y'Z) GZLP(X, y,z) aZW(X, y,z) )
8ﬂ2m( 6X2 * ayz + aZZ - ELIJ(X' Y, Z) (538)

W tym przypadku rozwzanie maemy znaleé¢ poprzez separacjzmiennych zagpujac
funkcje LIJ(x, Y, z):t//(x)qa(y)y(z). Po podstawieniu i podzieleniu obu stron przezzym
w(x)ely)Az) otrzymujemy:
2 2 2 2
(1 al,zxgx)+ 1 dqp(zy)+ 1 ay(zz) _E (5.39)
smlw(x) ox*  dy) ay>  Uz) oz
W ten sposob problemesiedukuje do trzech oddzielnych probleméw jednovanmivych:




o%w(x ) 8m722

aXZ E lﬂ( )
aaquy) 81'2”2 E,¢ly)=0 (5.40)
0°y(z) . 8m7? _

022 " h? Ezy(z) =0

Gdzie E=E, +E +E,. Korzystajc z rozwhzania w przypadku jednowymiarowym
mozemy napisé.:

W(x,y,2z) = C(X)ely)y(z) = cd<e* e = e (5.41)
gdzie  =(x,y,z) -promier wodzcy , k —(kx,ky,ky) wektor falowy. Wobec tego pein
funkcje falowg mazemy zapisé jako:

W(x,y,z,t)=W(r,t)= Adk) (5.42)
Zatem castke swobodm w nieograniczonej przestrzeni, rozchedyg sic w kierunku
k opisuje rozchodga se w tym kierunku fala ptaska. ¢Stos¢ prawdopodobigstwa
WYY’ = A% w ten sposob prawdopodohswo znalezienia @gtki jest wszdzie i w kadej
chwili takie samo.
W przypadku tréjwymiarowym warfci wkasne hamiltonianu jak to byto pokazanessimy
wartasci wkasnych poszczegolnych problemow jednowymiarchvyatem:

h’k? = h’k; = h%k?
E=E +E +E, =—>*+—  +——~ 5)43
Y7 8mm 8mm  8m°m ©

Dla czstki swobodnej zalgy parabolicznie od diugoi wektora falowego, nie zatg od jego
kierunku. Poniewa nie mazadnych ogranicze co do wartéci k wiec energia cgstki
swobodnej w nieograniczonym obszarzezenprzyjmowa dowolmg wartas¢. Jest to jedyny
przypadek w mechanice kwantowe] (zrgszprzypadek czysto abstrakcyjny, bo w
rzeczywistdci czastka zawsze ograniczona jest do iskamnego obszaru) w ktérym zbior
wartasci wikasnych stanowi widmo gite.

3.Bariera potencjalna. Efekt tunelowy

Dygresa matematyczna. Bedziemy rozwza¢ rownanie Schrodingera oddzielne dlazmgch
obszarow, w ktorych U(x) jest state, i porownamzwigzanie w punktach niegjtosci U(x).
Musimy wgc zdecydowa sie na odpowiednie warunki brzegowe dl,&(x). Poniewa
prawdopodobigstwo istnienia azstki nie mee by przestrzennie nieggte, funkcja
z//(x)musi by ciggta w obszarze prz&jiowym, gdzie U(x) zmieniagsskokowo. Rownanie
Schrodingera jest réwnaniem aiczkowym drugiego stopnia musimy zatem w punkcie
nieciggtosci potencjatu podawarunki brzegowe dla pierwszych pochodnychZat&my,ze

rozpatrujemy bardzo maly wycinek przestrzehi naxbrzegu. Zmianaz//':(fj—fw tym
obszarze dana jest w przydaniu przez

AY' = lﬂ ——AX=y/"X
Korzystagc z réwnania Schrodingera mamy.

Aw'~8m”2 [U () - Elp(x)a



Poniewa zaréwno o statych jak i o catkowitej energii E prainkcji falowej(//(x) wiemy,ze
sq to wielkaci skoiczone wobec tego

AY' - 0gdyAx - 0
dopdki potencjat U(x) nie jest niesiazony. Wobec tego dochodzimy do wniosku//'(x)
podobnie jakt//(x)musi by ciggle przy przechodzeniu przez brzeginskonych studni i
barier potencjatu. Dla nieskiwzonych studni i barier nachylenigjest nieokrélone, a wgc
nieciggte. W takich sytuacjachy(x)musi dizy¢ do zera w okolicy punktéw brzegowych i
natura problemu jest nieco inna.

Niech czstki np. elektrony poruszgjsie z lewa na prawo wzdiosi x, w obszarze w
ktorym rozktad energii potencjalnej jest taki jak rysunku. W pewny punkcie, prztym za
pocztek osi, ma miejsce prostgtky skok energii potencjalnej. W praktyce nigdy nia
doktadnie prostoitnego skoku potencjatu. Przykdi on jednak wiele rzeczywistych sytuaciji,
np. skok potencjatu istnigy na powierzchni metalu. Rozpatrzymy rownanie 8dimgera
dla stanéw stacjonarnych w poszczegolnych obszatettu czstki:

W obszarze 1- o < x<0)

_ht 1 0%()
41 2m  0X° Eyx) (5.44)
d%p(x) , 8mr’ _ |
o e EYK=0
2 = 8m772h E (zawsze dodatnie) (5.45)
W obszarze 2(O< X< oo)
h 10%(x)
8P m ox U )= EulY (540)
) BT () () =0
dx . h? (5.47)
¢ =2 (E-U,)

Ogoélnym rozwizaniem dla obszaru 1 jest funkcja:

W, (x)= A + Be™ (5.48)
W powyzszej funkcji cztonBe ™ przestawia fal biegraca w kierunku ujemnych warfsi osi
x. Jest to fala odbita od bariery potencjatu, primsgjgca strumié czastek odbitych.

Przy rozwjzywaniu réwnania Schrodingera dla obszaru 2 trzedzmpatrzy dwa
przypadki w zalgnosci do znaku wyrzenia E-U,. Jeeli E-U, >0to k, jest rzeczywiste i
0g0lne rozwazanie w obszarze 2 ma paosta

W, (x) = Cd*** + De7e* (5.48)
Czlon De ™ przedstawia fal rozchodzca sic z prawa na lewo w obszarze 2. Fali takiej w
obszarze 2 nie ma. Zateid = . Gtosugc warunki cagtosci dla funkcji ¢,,¢, oraz ich
pochodnych otrzymujemy:



A+B=C

5.49
Ak — Bk =Ck, ( )
Skad amplitudyBi C mozemy wyraz¢ za pomog amplitudy fali padajcej A
B=1"Kz 5
k, +K,
oK (5.50)
C= LA
k, +k,

Natezenie strumienia egtek jest proporcjonalne do ichedkosci i koncentracji (liczby
czastek w jednostce offpsci), a wkc gestasci prawdopodobigstwa znalezienia gstek.
Zatem wspotczynnik odbicia wyniesie:

— Vl‘BZ‘ - (kl ~ kz)2
) Vl‘AZ‘ ) (kl + k2)2
Nalezy zauwayc, ze w kadym przypadku mamy do czynienia z odbiciem cogesteczne z
obrazem mechaniki klasycznej. Gdzie o ile-U,> czfstka nie powinna odczuwa
obecndci bariery (odczuwa nawet w przypadku gdy < ). 0ikroczastki zachowyj sig

wigc analogicznie déwiatta, ktére przy prostopadtym padaniu na powikrig graniczn
ulega odbiciu, zaréwno wtedy, gdy przechodzi doodka optycznie gptszego jak i
rzadszego.

Wspotczynnik transmisji (przepuszczadni z asrodka 1 do érodka 2 wyniesie:

R (5.51)

2E,,
MO N m Ak kT akk
TR iy =t 5.52
SN R (552
m

Oczywicie liczba castek musi by zachowana wobec teg&+T =1co jest tatwe do
sprawdzenia.
Rozpatrzmy teraz drugi przypadek géy-U, < . Wowczask, ma wartd¢ urojora
wiec:
k, =ia 48)

277,/2miU0— E)

dziea =
g h

jest liczly rzeczywisg. Ogoéinym rozwazaniem dla obszaru 2 jest

wtedy funkcja:

w, ()= Ge™ + He™ (5.54)
Z warunku,ze funkcjay, powinna by funkcjs skaiczory otrzymujemyH = 0 Z warunku
ciggtosci funkcji ¢ i jej pochodnej w punkcix = @&rzymujemy:



ik,(A-B)=-aG
Bz%A (5.55)
-
k +ia
B

Fala wchodzca do obszaru 2 jest wykladniczo tlumiona, (x):Ge“’X. Odwrotndg¢
1/a oznacza odlegkd na ktorej funkcja zanikae razy. Istnieje réne od zera
prawdopodobigstwo znalezienia @stek w obszarze 2 do eflokdsci rzedu
1 h

"= 2mj2m(U, - E)
energii kinetycznelJ, - E . Jak mana wyliczy¢ dla U, — E =1eV glebokas¢ wnikanial jest
rzedu 12A. Ten kwantowo mechaniczny wyniki jestzmg od wniosku z mechaniki
klasycznej, wg ktérej estka o energii mniejszej od bariery potencjalumi@e znaléc¢ sic w
obszarze barieryZadna jednak egtka nie kontynuuje swojej drogi w obszarze 2, \stg
zawracag w kierunku malejcych wartdci xjak to wynika z rozwgzan.

Przenikanie cgstek z obszaru 2, mimae energia catkowita gstek E jest mniejsza
od energii potencjalnej w obszarze 2, stwarzazliwmos¢ tzw. efektu tunelowego przez
cienkie bariery potencjalu. W fizyce ciata stalegst on szczegOlnie way w emisji
elektronbw pod wpltywem silnego pola elektryczneggawisk w zhczu p-n (diody
tunelowej), przeptywu pdu przez cienkie warstwy dielektrycznezdie np. U, - E =1eVi
szerokd¢ bariery L jest rzdu 12A lub mniej, to istnieje skozone prawdopodohistwo
znalezienia cgstki po przeciwnej stronie bariery. W tym przypadkwnanie Schrodingera w
réznych obszarach wygdla nasfpujaco:

1 9%(x)

a wic do gkbokdsci rzedu diugdci fali de Broglie’a czstki o

41 2m X =E¢/(x)d| mo<x<0 5.56
d%(x) . 8m7? {L<X<°° (599
e + oz Ey(x)=0
i
2 2
—;_#%asigx) +Ug(x)= Ep(x) dla0s x< L (5.57)

Rozwigzania w r@nych obszarachghastpujace :

W, (x)= € + Aeg™* dla -0 < x< 0

W, (x)=Cd** + De™* dla0< x< L

W, (x)=De"* dlaL<x<w

Gdzie dla wygody przyjismy jednostkow amplitud fali padajcej. Zauwamy, ze
rozwigzanie w obszarze 2 ma zawierasryce i malegjce funkcje wyktadnicze. Zatenie to

jest konieczne w celu dopasowania razeh dla x = L. Uwzgkdnia ono fakt,ze fale g
odbijane jak i przepuszczane dia= L podobnie jakx= 0



Nasz problem jest wt wiaiciwie przygotowany; mamy jeszcze po dwa warunki
brzegowe dla kalej z dwu niecjgtosci. Daje to w sumie cztery réwnania z czterema
niewiadomymiA,B,C,D . Co przyx = @iagtos¢ (,Z/(O) [ z//’(O)daje:

1+A=B+C
ik,(1- A)=k,(B-C) (5)58

przy x=1L
D = Befet +Ceat
ik L L —k, L (5)
ik, Dekt =k, (Bt —Cett )
Pozostawiamy szczegotowe obliczenia czytelnikopodamy od razu wynik:

e (kf+k22)(1—e‘2"2L)
(k, +ik, P&t - (k, ik, ]

(5.59)
8- ik k gl
(k, +ik,)* = (k, —ik, ) e
Z ktorych mana wyliczy¢ wspotczynniki odbicia i transmisji:
A [, 25U, -B) |
U,%stP(iL) |
- . (5.60)
b2 _ U, Shz(kzL)
=[B =|1+
I 4E(U E) |
W réwnaniach tych iyli smy funkgcji sinus hiperboliczny zdefiniowanej jako:
shx)= &= (5.61)

Dla czsteczek o energiach przekraergch wysoke¢ bariery E >U, nasze podstawowe

rownania pozostajbez zmian, oprécz tegee k,staje s¢ urojone. Oznacza to ze funkcje
hiperboliczne w ostatnich zwikach zostan zasgpione funkcjami kotowymi poniewa
sh(ix) =isinx. Wobec tego dl& > U wspotczynniki odbicia i transmisji rowrggic:

r 4-1
R=[AP=|1+ 4E(U -E)
U,2sin?(k,L)
- . .§3)
2 _|14+ Y0 ?sin?(k,L)
4E(U -E)
4. Czstka w nleskﬁx:zonej studni potencla’ru
Dotychczas omawialiny stany czstki nie zwiazanej z okrdonym obszarem przestrzeni,
czastki idacej z nieskaczondci do nieskaczongci. Teraz przejdziemy do rozpatrywania
standéw zwgzanych tzn. standéw ggtki zmuszonej do okénymi sitami do przebywania w
skaaczonym obszarze przestrzeni. Jak zobaczymy stamzame prowadzdo kwantowania
energii castki.

Rozpoczniemy do rozwania (na pocgek w jednym wymiarze osk) przypadku
czgstki znajdugcej st w przedzialeO < x < d migdzy dwiema prostanymi nieskaczonymi
barierami potencjatu. Przypadek taki ckaesk mianem czstki w nieskaczenie gtbokiej
prostokitnej studni (dole, jamie) potencjatu. Jest on plizgmiem rzeczywistej sytuacji w




wielu zagadnieniach fizycznych. Przyktadowo elektrw atomie wodoru znajduje ¢si
praktycznie w nieskitczenie gibokiej studni potencjatu, odmienny jest ksztsdian tej
studni. Rownie elektrony w prébce ciata stalego sma w wielu zagadnieniach traktogva
jako elektrony w jamie potencjatu. Dla< &az x>d czyli w obszarach 1 i 3, w ktérych
energia potencjalna gztki jest nieskaczenie dua funkcja falowat,a(x):o. Wynika to
chatby z rozwaan, ktore prowadziimy dla progu potencjatu w sytuacji gdy, — c«i w
tym przypadku funkcja falowa musi znikaVewngtrz studni czyli w obszarze (Ds X < d),
w ktérym potencjat jest staty (x):O, czystka jest czstka swobodig o energii E réwnej
energii kinetycznej. Dla @stki w tym obszarze obowduje bezczasowe rownanie
Schrodingera
_h* 1 0%(x)
417 2m  Ox°
d%y(x) . 8m
+ Eg(x)=0
de h2 (/l( )
oraz jego ogolne rozwzanie:
w(x)= Ad™ + Be™ (5.64)
gdzie k* wynosi:

=Ey(x)
(5.63)

8mr
k? = o
Ze wzgkdu na cagtos¢ funkcji falowej funkcjaz//(x) z przedziatu 2 musi znikana kracach
tego przedziatu tzn.
w(0)=w(d)=0 (5.65)
czyli:
A+B=0
Aeikd + Be—ikd — O
Po podstawieniu do ostatniego rownaBia —Aotrzymamy rownanie:
sinkd =0
ktore jest spetnione tylko dla pewnych takich wacid , ze;
k.d=nm n=123...
czyli:

i
&—d (5.66)

Korzystapc z powyszych zalenosci mazemy poda wyrazenia na funkcje wiasne i
odpowiadajce im wartdci wkasne energii:

w, (x) = Ad* — Aeg™ = 2iAsink x = A sink_x
w,(x)= Alsin%?x
h> k» _h® n?

""87” m 8 md

(5.67)

Widzimy wiec, ze zamkngcie czastki w ograniczonym obszarze, a konkretniej — neenie
na funkcg falowa pewnych warunkéw brzegowych prowadzi do kwantowaamergii cgstki.
Czgstka w obszarze ograniczonym ieoprzyjmowa tylko pewne dozwolone (dyskretne)
wartcsci energii, w przeciwigstwie do przewidywa mechaniki klasycznej w ndly ktérej



energia castki maze zmienié sie w sposob aigly. Zgodnie z powgszymi wynikami castka
swobodna w ograniczonym obszarze zmm@rzyjmowé tylko pewne punkty z wykresu
parabolicznego zataosci
2 2
g= X
877 m
Liczbe catkowity n okreslajaca dyskretne wartai energii hazywamy liczb kwantows.
Zerowa liczba kwantowa jest niemdizva do przygcia gdy dla n= 0 mamy zgodnie z
otrzymanymi Wynikamit//n(x)=0(dla kazdego x) brak castki. Wobec tego najaszym
stanem energetycznym stanem podstawowym jest stpapweadagcy (nzl). Ze wzoru
opisupcego energi jest widoczneze dyskretné widma jest dobrze widoczna dla matych
wartagsci n i d, a wkc mikroczstek w mikroobszarach. Zai d znacznie przekracza
rozmiary atomowe, to odlegio pomkdzy poziomami dozwolonymiastak mate, ze
praktycznie widmo staje gsividmem cijgtym, jak w przypadku klasycznym.
Jednowymiarowy przypadek nieskazenie gibokiej studni potencjatu nioa tatwo
uogolng na trzy wymiary. W tym przypadku przestiizev ktorej kedzie znajdowata si
czastka stanowi pudto potencjatu o wymiaraghd,,d,. Potencjat wewstrz pudta jest rowny
zeru (w ogolnym przypadku staty), natomiast na zgkgn- jest nieskaczenie duy. Zatem
na zewntrz pudia ¢ = Q natomiast wewdtrz pudfa ¢ spetnia rownanie Schrodingera,

identyczne jak dla gstki swobodnej w nieograniczonej przestrzeni trgjvigrowej

R (0*W(xy,2)  0*W(x y,2)  a°W¥(xy,2)) _
8n2m( ox? ' ay? * 0z =E¥(xy.2) (5.68)
Stosujic procedug separacji zmiennych(x, y, z) = w(x)ey)y(z) otrzymujemy:
h (1 o%(x). 1 o’dy). 1 0°M2)
- =E 5.69
Sﬁm(w(x) X2 +¢(y) dy? +y(z) 0z (5-69)
W ten sposob problemgsiedukuje do trzech oddzielnych problemow jednovanmivych:
0%y (x)  8mrm
V) BT ()=
9° 8mr
aqézy)-l- rrr:z Eydy):o (570)
9° 8mir
y(22)+ h2 EZy(Z):O

Rozwigzujac dla kadego wymiaru z osobna i korzysiajz warunkéw brzegowych dla
funkcji ¢ otrzymamy analogiczne jak w przypadku jednowymignm liczby falowe w

poszczegolnych kierunkadh, k. ,k, (sktadowe wektora falowego ):

:%T’K\/ :%T, :%T’ n(’n/’nz:lza“' (5.71)



h’k? _ h°n?

" gmm  8md’

E - hzky2 _ h2n§

™ 8m'm  8md]

h’k?> _ h’n?

" gmm  8md’

Wobec tego catkowita energia w stan(ex,ny,nz) (poprawnie mowgc wartgé whasna
operatora energii w tym stanie) wynosi:

2 2 n2 2
h (”X +=Y +&j (5.73)

E

(5.72)

o gl 02 62 02

Dla pudta kubicznega, = d, = d, wartdci wkasne energii wynogz
h2 2 2 2
E =—i(n +n,+n 5.74
nxnynz 8m( X y Z) ( )

Jak wid& z powyszych zwizkéw funkcje wilasne opisgge stany cgstek jak rownie
energie dozwolone (warko wiasne) zalgg od trzech liczb kwantowyc}ﬁnx,ny,nz). Zatem
trzy liczby kwantowe okrdaja stan czstki w pudle potencjalnym. Najszym stanem
energetycznym jest stan odpowiagtyj tréjce (nx =1n,=1n, :1). Jak wynika z
otrzymanych zwjzkéw energia stanu podstawowego dla pudta kubicznegmnosi

2
Em::;im. Energia pierwszego stanu wzbudzonegozenamdpowiadéa trzem stanom
oWy, (trzem r@nym kombinagi liczb kwantowych). Zatem pierwszy stan
wzbudzony jest trzykrotnie zdegenerowany. ZM@& usugé degeneragj nizszych stanow
przez zniszczenie symetrii kubicznej pudtazeje d,,d,,d,znacznie s réznia wowczas,
rézne stany, ado duych wartgci liczb kwantowych, nie dajjednakowych warti energii.
Obliczanie liczby miiwych standw. Kazdej wartdci trojki liczb jak stwierdzilimy
wczeniej (nx,ny,nz) odpowiada jeden stangstki. Przypyémy, ze Iiczby(nx,ny,nz) s dwze
w poréwnaniu z jedrimia. Do takich liczb mena zastosowaoperac rézniczkowania:
rozniczka dn, oznacza przedziat liczb maty w poréwnaniu z samgm ale zawierajcy
jeszcze wiele innych wardoi n,. Jest w¢c rzeca oczywist, ze w przedzialedn zawiera s
réwno dn mozliwych liczb catkowitych,1<<dn, <<n, i analogicznie w przedziatadin, i
dn,. Odi@my (nx,ny,nz) na osiach wspoékznych. W przestrzeni tej zbudujmy
nieskaiczenie maly rownolegkmian o obgtosci dndndn,. Zgodnie z tym co
powiedzielsmy w rownolegtécianie tym zawiera gi dndndn,tréjek liczb catkowitych
(nx,ny,nz), kazdej z ktérych odpowiada jakavartas¢ energii w pudle. Wszystkich takich
standéw w rozwzanym przedziale waroi (nx,ny,nz) mamy:

dN(nx,ny,nZ):dnxdnydnZ (5.75)

Podstawigc k,,k, ,k, otrzymamy wyraenie dla liczby stanow:

dd,d,dk dk dk, Vv
dN(k, .k, k,)= nk; Kdk, =—sdkdkdk




gdzie V =d,d,d;objtos¢ pudta, a liczby k,,k ,k,przybieraj tylko wartgci dodatnie.

Zgodnie z hipotez de Broglie’a kade] wartdci k odpowiadaj dwie wartdci rzutu gdu
rowne co do wielkéci lecz przeciwnego znaku. Dlatega tgsli przyrownamy do siebie

liczby stanow zawartych w przedziatadk, i 2?ndpX w tym ostatnim znajdzie sdwa razy

liczba stanbéw mniejsza. Zgodnie z tym liczba stamoprzedziale pdu dpdp,dp, réwna jest

dN(p,, P, pz) H

gdzie p,, p,, p, przybieraj wszystkie wartéci od —c do +
Wzor ten jest zgodny z zasadieoznaczornki Heisenberga. di ruch jest ograniczony w
kierunku osix przedziatemd,, to fizycznie rozrénialne g tylko te stany, ktérych rzutyepu
roznia sic mniej niz h/d,, zatem w przedzialdp, znajduje s dp,/(h/d,) =d,dp,/hstanéw.
d,dp, d 2 dp,
h

Rozwamy teraz I|czb standw zmieniac nieco zmienne niezalee. Na osiach
wspotrzdnych odtémy wielkosci ki, k,,k,. Zbudujmy w tej przestrzeni kyl ktorej
rownanie ma poséa

k% +k? + k%, = K? (5.77)

Liczby k,,k,,k,sa dodatnie, take kxdzie nas interesowaylko jedna 6sma kuli — tzw. oktan.
Zapytajmy, ile stanéw zawieragsimicdzy oktanami dwoch kut o promieniadki K +dK.
Liczba ta jest rowna:

— dpdp,dp, (5.76)

Mnozac Eg dpz otrzymujemy wzor (5.76).

V47K *dK _ VK?dK

dN(K = 5.78
K= 27 19
Biorgc pod uwag post& energii maemy napisé
K= —\/ (5.79)
sV 2JE
dN(E)=——~———dE 5.80
(B)==""1 (5.80)

Wobec tego liczba standéw zawartychedsy Ei E + dErosnie wprost proporcjonalnie do

JE. Zwigzek ten ma die znaczenie dla naszych przysziych rozafiaNa jego podstawie
mozna udowodnd, ze ilos¢ standw jest proporcjonalna do elogci i nie zaley od ksztattu
pudla.
5. Czgstka w kwadratowe] studni potencjatu
W tej czsci rozpatrzymy przyktad kwadratowej studni potehcjaPotencjat w tym
przypadku bdzie réwny:
U(x)=u, [X>a
U(x)=0 [x<a
Wezmy czstke o catkowitej energii legcej w zakresie:
0<E<U, (5.82)

i poszukamy rozwizaan rownania Schrodingera bez czasu w obszada]oha [ |><I>a.
Réwnanie ma posta

(5.81)



W)V (e h(x)=0 (5.83)

dx? h?
Podstawiajc funkcje potencjatu do tego rownania otrzymujemy:
d’w(x) _ 8mm*
V) BT (5, - Yo=K (5.84)

dla |xl > a, gdzie liczba falowe, jest rzeczywista ponieweJ , > E oraz

d’y(x) _ _8m7? _ 2
- Ee=ky 85)

dla|X<a. Dla | >a rozwiazaniami g funkcje wyktadnicze w posta@*i e™**. Poniewa

funkcje falowe muszdazy¢ do zera przyx — *ooznajdujemy:

W=Ad” x<-a

Y =Be* x>a
Napiszmy teraz rozwranie dla cgstki w studni. DlaX < a

¢ = Ccosk x+ Dsinkx (5.87)
Wszystkie te rozwizania naley teraz dopasowadla x = +a. Najpierw dlax = -a

(5.86)

Ae™** = Ccoska-Dsinka 5.88)
idlax=a

Be** = Ccoska + Dsinka 5.89)
dodajc obie strony otrzymujemy:

(A+B)e™® = 2Ccoska (5.90)
natomiast odejmyg:

(B- Aje™* = 2Dsinka (5.91)

Dwa ostatnie réwnania na chwilzostawimy aby dopasowapochodne ¢#w punktach
brzegowych. Najpierw dlx = -a:

k,Ae™* =k Csink,a+ kD coska (5.92)
aprzyx=a

-k,Be'* = -k Csink,a+k,D coska (5.93)
Suma i rénicg tych rowna sa:

k,(A-B)e™ = 2k,Dcosk,a (8)9
[

k,(A+ B)e™® = 2k Csinka 95)

Dzielagc wzor (5.) przez (5.) otrzymujemy

~k, = kctg(k,a) (5.96)
co jest prawdziwe tylko dléd# B i D #0. Wzory (5.) (5.) rowni podzielimy przez siebie
aby moc otrzyméa

k, = ktg(ka) (5.97)

jezeli Az -B i C#0. Oczywicie obydwie te zalmosci nie mog by¢ jednoczénie stuszne,
poniewa oznaczatoby to zegz(kla):—l. Wobec tego ograniczenia narzucone w state w
jednym z rowna (5.) lub (5.) musgz by¢ w pewnych warunkach pogwatcone.



Mozna zatem wyrni¢ dwie zgodne klasy rozwiah w pierwszej -k, # kctg(ka)
poniewa A=B i D =0. W takim razie stuszny jest wzés, = ktg(k,a) i rozwiazaniami s:

W=Ad” x<-a

W=Ae** x>a (5.98)
@ =Ccoskx [{<a

Przypadek ten wytia sk parzystéciag rozwigzan tzn.
w(x)=¢(-x) (5.99)

dla wszystkichx.
Drugg klag rozwigzan okresla zwigzek k, # kitg(kla) poniewa dla tego przypadkiA=-B i
C =0. Rozwpzaniami §

Y =Ad” x<-a

Y=-Ae"* x>a (5.100)
@ =Dsinkx [X<a
Rozwigzania g teraz nieparzyste, czyli
w(x)=-w(-%) (5.101)

dla wszystkichx.

Rozwhzania te zmieniaj sic ze wzrostem energii ggtki E. Z warunkow
brzegowych wynikaze energia musi ldyskwantowana. Aby znaté dozwolone wartci
energii E musimy rozwazat pak rowna przesgpnych nak;i k,. Poniewa jak wykazal§my
rowna (5.) i (5.) nie mana rozpatrywé réwnoczeénie, kade z nich musi byrozwigzane na
przemian z innym rownaniemdzacym ki k,, ktére zaraz napiszemy. Wobec tegm,

klzz—:\/ZmE i k2=2—:1/2miU0—Ei (5.102)
z rowna (5.) i (5.) wynika dodatkowe réwnanie ha k,, ktére mana zapisé jako:
@+ =i = T (5.109

W tej chwili cata fizyka problemu zostata opisamda celow dydaktycznych sprébujemy
zilustrow& zagadnienie graficznie. W tym celu przerobimy tkocdwnania. Eliminuc z
rownai (5.) i (5.)k,otrzymujemy:

2 2 I(12 2
k?[1+tg%k,a)= sodia (5.104)
co maze by przepisane jako:
co azim (5.105)
k,a

Wz6r ten stosuje sido rozwizania parzystego. Z rownania (5.) wynika dodatkareoigk a
musi by dodatni. Podobnie elimimg k,z rowna (5.) i (5.) dostajemy:

sinka = 1% (5.106)
3

Co stosuje sido rozwazan nieparzystych. Ze wzoru (5.) wynikze ctgka musi by zawsze
ujemny.



