Fizyka ciata statego komentarz do wyktadu 06

Elementy fizyki statystycznej i model swobodnych ektronéw w metalu

Kilka uwag o modelu elektronéw swobodnych

Zarys teorii kwantow ktéry zostatl przedstawiony wezeniejszych komentarzach nie byly
dyskutowany tylko w celu jej poznania, ale w ceistbsowania jej do opisu zachowania elektronéw
w ciatach statych o tnej budowie wewetrznej w tym miejscu skupimy ¢sha metalach. Poprzednie
rozwazania dostarczaj narzdzi do opisu elektronow poruszeych s¢ swobodnie w pudle
potencjatu. Musimy zatem oceéniktore elektrony w metalu memy uwaat za swobodne w vwgj
przytoczonym sensie. W tym miejscu celowe jest peitbnie pewnej wanej cechy metalu, a
mianowicie przewodnii elektrycznej. Poniewaelektrony w metalu przeptywajtak tatwo, musz
by¢ swobodne, aby mogtysporusza wewntrz ograniczonego kawatka metalu i zamiast fwisle
zwigzane z gdrem naleg do metalu jako cakoi. Dlatego nazywamy je elektronami swobodnymi.
Jednak dla oderwania wszystkich elektronéw od atewymagana bytaby dma ilos¢ energii. Tak
energe jonizacji mana zmierzy i jak mazna oczekiwa, fatwiej oderwa elektrony walencyjne z
niecatkowicie obsadzonej powtoki zegtrenej, nie elektrony z ktérejkolwiek powtoki weetrznej.

W modelu elektronéw swobodnych metalu rozamy tréjwymiarowe pudio potencjatsc{any
oczywicie @ $cianami doskonale odbiggymi) i napelniamy je elektronami walencyjnymi.
Prébujemy nagpnie opisé wlasnagci metalu opierajc sk na takiej ,chmurze” elektronéw lub
inaczej méwic gazie Fermiego o ujemnym tadunku. Szereg dodafoicdw jest w tym momencie
pomijany, zaktadag jedynie, ze neutralizuj one ujemne fadunki elektronéw, w wyniku czego
wypadkowy tadunek metalu jest rowny zeru. Takieozshie rbwnowane jest przyjciu, ze tadunki
dodatnie g rozmieszczone w sposOlagly w catej obgtosci metalu zamiast ldyzlokalizowane w
potozeniach jonéw. Taka jednorodnastps¢ tadunkédw dodatnich wytwarza jednorodny rozktad
energii potencjalnej w metalu, w ktérym porusza gaz elektronowy. Powracamy zatem do studni
potencjatu z ptaskim dnem. Nale by¢ swiadomym wielkdci tego przybltenia: dodatnio
natadowany jon przedstawia znaczny potencjat pagggicy dla elektronu. W rzeczywistoi jest on
porownywalny ze skokiem potencjatlu zachgigan na powierzchni. Jest to bardzo istotne
stwierdzenie, do ktéreggtiziemy wracé.

Termodynamiczny i statystyczny opis uktadu wielu czstek.

Istniejs dwa wzajemnie uzupetnigje s¢ sposoby opisu uktadu bardzo wielusteczek: opis
termodynamiczny i opis statystyczny.

W opisie termodynamicznym, nie wnikajw natug ani zachowanie gstek uktadu,
traktujemy uktad makroskopowo, tzn. opisujemy gozyprpomocy makroskopowo
mierzalnych wielkéci taki jak obgtos¢, cisnienie, temperatura. Wielko te nazywamy
parametrami stanu, géyjednoznacznie okékja stan réwnowagi ukfadu, czyli stan, w
ktérym ukfad pozostaje dowolnie diugo. W pewnychzypadkach naley poda jeszcze
uzupelniagce parametry, takie jak koncentracje poszczegolrombtek ukfadu, natenie
pola elektrycznego czy magnetycznego, w ktérychiduje sk uktad i inne.

W termodynamicznym opisie stanow réwnowagi izmgch zmian (proceséw)
zachodzacych w uktadach wykorzystujemy pewne, ogdlnie olaawgpce w przyrodzie
prawa, tzw. zasady termodynamiki. Z zasad tych Wgyie wszelkie procesy w izolowanych
uktadach przebiegaw takim kierunku, aby entropi& ukfadu wzrastata tzn. aby

AS:IdT_Q>O (7.1)

Procesy ustgjuktad osiga stan rownowagi gdy entropia uktaduagsi warté¢ maksymaln.

S = Spax (7.2)



Mozna udowodnd, ze warunek rownowagi (7.2) jest réwnawg warunkowi minimum
energii swobodnej uktadu:

F=U-TS , (7.3)
Z pierwszej zasady dynamiki wynikze na zmiag energii wewgtrznej uktadudU skiadaj
sie dwie formy wymiany energii: cieptalQ =TdSoraz praca— pdV . Jezeli jednak zmienia
si¢ liczba castek uktaduN, to i ta zmiana staje iprzyczynkiem do zmiany energii
wewretrznej uktadu, gdi kazda uciekajca lub przybywajca czsteczka do uktadu niesie ze
pewnry porcg energii. W rezultacie w ogéinym przypadku:

dU =TdS- pdV + udN (7.4)
gdzie paramety nazywa st potencjalem chemicznym uktadu. Jak wynika zegziwi (7.4)
ouU
= — 7.5
“ (aN j (75)
Rozpisugc rézniczke energii swobodnej:
dF =-pdV - AT + N (7.6)
otrzymujemy nasgjpujace wyraenie opisujce potencjat chemiczny:
oF
=l—1 . 7.7
: [aN j 7

W oparciu o zwgzki (7.5) i (7.7) potencjat chemiczny mma zinterpretowa jako zmiar
energii wewntrznej uktadu lub energii swobodnej, ktora gpsije w wyniku dadczenia lub
ubytku jednej cgstki z ukiadu; wszystkie pozostate parametry odrydid zaley U i
F uwaza sk przy tym za state.

Pobhczmy dwa ukfady o potencjatach chemicznyghi 1, umazliwiajac wymiarg
czgstek medzy uktadami (na przyklad wymianelektrondw mgdzy dwoma kawatkami
réznych metali). W tym przypadku stan rOwnowagi terymmicznej zostanie agjniety
wowczas, gdy energia swobodna calegozatego uktadu oggnie wartéé minimalmn,
spetniajc warunek dF =0. Zaktadajc statd¢ temperatury i olgtosci ukladu z (7.6)
otrzymamy:

10N = £4,dN (7.8)
gdzie udN przedstawia wzrost energii pierwszego podukiaduy ppzzegciu do niego
dN czasteczek, 1,dN - zmniejszenie energii drugiego podukiadu. Zatemruwkem
réownowagi ztaonego uktadu jest rowlé potencjatow chemicznych sktadnikow uktadu.

My =y (7.9)

Mikroskopowy opis uktadu wielu czastek polega na powaaniu makroskopowych
wlasnaci uktadu ze stanami ggtek ukladu. Z takim mikroskopowym opisem uktadu
spotkalimy sk przy omawianiu teorii kinetycznej gazéw, gdzie tabs powpzane
makroskopowe wielkii takie jak cénienie, temperatura, lepkd gazu z pgdkosciami:
sredng i srednig kwadratow czastek.

Zatzmy na pocatek, ze zachowanie siczasteczek uktadu podlega prawo mechaniki
klasycznej (na przyktadie s to czsteczki gazu idealnego). Wowczas standieq czsteczki
jest jednoznacznie okdleny przez zadanie trzech wspdaidnych potaenia (x, Y, z) I trzech

sktadowych pdu (px, P, pz). Mozna wic powiedzi€, ze stan castki jest okrélony przez
zadanie polgenia casteczki w sz&ciowymiarowej] przestrzeni  wspohdnych
fazowych(x, Y:Z, Py Py pz) zwanychprzestrzenig fazowa. W zasadzie zngf pocatkowy

mikrostan ukfadu tzn. zngj pocatkowe potaenie wszystkich cgstek w przestrzeni fazowe;j
I znapc sity dziatajce, mana w oparciu o praw mechaniki, przewidzmaikrostan uktadu w
kazdej, dowolnej chwili. W rzeczywistoi takie podejcie do opisu uktadu wielu ggtek jest



nierealne. Nierealr$o jest zwizana z niemdiwoscig rozwigzania olbrzymiej liczby réwna
ruchu isledzenia tym samym ruchu #@ej czstki z osobna. Zfncs¢ takiego opisu wgze
sic z kolei z tym,ze w wyniku zderzé miedzy czstkami uklad po krétkim czasie
,Zapomina” o pocgtkowym mikrostanie i ustalagpewien makroskopowy stan rownowagi,
niezaleny od pocztkowych wspotrzdnych castek w przestrzeni fazowej. Co augj
makroskopowy stan rOwnowagi @ nie zmienié si¢ przez dowolnie diugi okres czasu,
podczas gdy wspokdne castek w przestrzeni fazowej, w wyniku zdetzamieniag sic w
tym czasie bezustannie. Inaczej mgwi kazdy okr&lony mikrostan  uktadu,
scharakteryzowany przez okiene parametry stanu, ro® by zrealizowany przez bardzo
wiele mikrostanow, tzn. przez bardzo wiele alh@osci rozmieszczenia poszczegoélnych
czasteczek w przestrzeni fazowej. LigzimikrostandwW prowadacych do takiego samego
mikrostanu nazywamy prawdopodoistvem termodynamicznym. Im glkisza jest liczba
mikrostanow realizacych dany makrostan, tym gkisze jest jego prawdopodobswo.
Prawdopodobigstwo termodynamiczne mikrostanu uktadu gzgine jest z entropiuktaduS
relacp znan jako relacja Boltzmanna:

S=kgInW (7.10)
Naturalny przebieg proceséw termodynamicznych wukiku wzrastajcej entropii uktadu
odpowiada wic przechodzeniu od stanéw mniej prawdopodobnych IlolErdziej
prawdopodobnych. Stan réwnowagi termodynamicznejadik charakteryzagy sk
maksymalg wartcsciag entropii, odpowiada stanowi maksymalnego prawdopaistwa.

Przyktad Rozwamy maliwie najprostszy uktad. N @steczek (punktéw
materialnych) umieszczonych w naczyniu o stategtobgi. Jest to model jednoatomowego
gazu doskonatego dostatecznie rozrzedzonegaetétednia odlegté¢ miedzyczsteczkowa
jest na tyle dia, ze pozwala zaniedbaefekty kwantowe. Naczynie dzielimy na dwiesdd
lewa i prawa. Wybieramy jako stan pogikowy jakis stan wysoce upogdkowany np.
wszystkie cgsteczki znajdy sie w jednej potowie i obserwujemy ewolgcyv czasie. Po
czasiet zwanym czasem relaksacji, uklad gggi rownoliczny rozdziat gsteczek midzy

obie potowy naczynia:N'=%. Stan ten nie zmienia¢siw czasie | wykazuje jedynie

niewielkie fluktuacje, ktore mima pominé, gdy catkowita liczba ceiteczek jest dia.
Rownomierny rozklad czsteczek jest wgc niezaleny od czasu i odpowiada stanowi
rownowagi.
Sprébujmy to pokazaformalnie niechQ(N’) oznacza liczb mazliwych konfiguracji, czyli
liczbe¢ mikrostandéw uktadu tzn. liczbréznych rozktadéw N cgsteczek midzy dwie potowy
naczynia takichze w lewej potowie znajduje giN' czz}steczek.Q(N’) jest réwna liczbie
sposobéw wybrania N' przedmiotéw z populacji N takich przedmiotéw. W egyku
kombinatoryki poniewa czgsteczki g rozr&nialne (to tak jakby kala z nich posiadata
unikalny numer) liczba ta jest opisana jako kombjad\’' z N elementow
N N!
Q(N’) NN =) (7.11)

Liczba konfiguracji bardzo szybkodmie ze wzrostenN dlatego dogodniej jest rozua jej
logarytm. Wyraajac silnie za pomagcwzoru Sterlinga

InX=XxInXx-X (7.12)
ktory bardzo dobrze przybk wyraenie (7.11) ja dla x=5 maemy In Q(N’) zapisé w
postaci:
INQ(N')=NInN-N-(N-N)In(N-N)-N'InN’ (7.13)
Biorgc pochodg wyrazenia (7.13) mamy:



dinQ(N') _ NN (7.14)
dN’ N’

dla N’ :% pochodna stajegrowna zeru wic Q(N’) oshga w tym punkcie maksimum.

Scisle biomc wszystkie czstki podlegaj ogolniejszej mechanice kwantowej. Zgodnie
z obowhzujgca W niej zasag nieoznaczonii, nieokr&lonosci wspotrzdnej potaenia Axi
sktadowej pdu Ap, zwiazane § relach AxAp, =h. Wobec tego stan ggtki w przestrzeni
fazowej nie jest reprezentowany punktem jak w meidea klasycznej, ale komd&ko
objetosci:
AXAYAZAp, AP Ap, = (7.15)

Jezeli czgstki zamkngte @ w przestrzeni o objosci V , wowczas olgos¢ tg mazna
traktowa jako nieoznaczorsd potozenia castki. Stan jednej eitki (nie uwzgtdniapc
spinu) w przestrzeniggow p,, p,, p,reprezentuje komoérka o epsci h®/V . Skaiczona

objetos¢ komoérki powoduje,ze skaczona jest liczba stanévg(p)Apcza}stek 0 pdach
zawartych w przedziale ododo p+Ap i tym samym skaczona jest liczba stanow
g(E)AEczastek 0 energiach zawartych w przedziale®do E + A E . Skaiczona jest
tez catkowita liczba standw ggtek o energiach z przedziatu od OHo

G :T o(EXE (7.16)

Funkcje g(E) nazywamy funkgj gestasci standéw. Przy dostatecznieayeh wartgciachV ,

wartdci h®/V sa bardzo mate i citeczki maj praktycznie écisle okrelone mdy —
zachowuyy sie jak castki klasyczne. W mikroskopowym opisie ukiadu wiamstek, jak
stwierdzilsmy nie jest meliwe, a co wécej potrzebne okéenie stanu kadej czstki z
osobna. Maliwym jest natomiast statystyczny mikroopis uktatizn. okrélenie najbardziej
prawdopodobnego rozktadu astek wedtug rénych wielkdci fizycznych, takich jak ¢d i
energia charakteryzagych czstki. Na przyktad najbardziej nas interesa funkcja rozktadu
energii f(E) okresla sredni liczbe czastek w danym stanie o energk. Jereli wigc
o(E)dE oznacza liczb mazliwych stanéw o energiach zawartych pedsy Ei E +dEto
liczba czstek dN = N(E)dE, ktorych energie zawartg & podanym przedziale, wynosi:

dN = N(E)dE = f (E)g(E)dE (7.17)
Funkcje N(E): f(E)g(E) nazywa sj czsto pela funkcjg rozktadu. Konkretna posta
funkcji rozktadu czyli jak cgsto mowimy statystyki zaky od natury czstek stanowicych
uktad oraz specyfiki tego uktadu. Roznlamy klasycza statystyk Maxwella-Boltzmanna
oraz dwie statystyki kwantowe: Bosego-Einsteinarnkiego-Diraca.

Statystyka Maxwella-Boltzmanna

Statystyka Maxwella-Boltzmanna (M-B) obaw&uje tzw. niezdegenerowane uktadysiek,
tzn. uktady, w ktérych catkowita liczba gstek N jest znacznie mniejsza od catkowitej
liczby standwG :

N/G<<1 (7)18
Oznacza toze statystyka M-B stosuje¢sdo przypadkéw, gdziérednie obsadzenie stanéw
jest znacznie mniejsze od jednDd

Statystyk M-B nazywa s} czesto statystyk klasyczm bo stosuje giona do czstek
klasycznych (np. do @stek gazu idealnego). Dla gstek tych wielkéci fizyczne
charakteryzujce stan cgstki zmieniag sie praktycznie w sposob gty i zwigzana z tym



duza liczba standw zapewnia spetnienie warunku (7.38tystyk M-B stosuje si takze do
w przypadku czstek kwantowych o ile tylko uktad spetnia warun&kl@). Jeeli warunek
jest spetniony to prawdopodoliswo,ze dwie casteczki znajd sic w tym samym stanie jest
praktycznie rowne zeru, w wobec tego jest etmg czy obowjzuje czy te nie obowjzuje
zakaz Pauliego.

W celu otrzymania funkcji rozk’fade(E) w statystyce M-B rozwany zderzenia

dwoch castek, o energiach odpowiednifyi E, przed zderzeniem oraz;i E po zderzeniu
(EE,) - (E.E,) liczba takich zderzew jednostce czasu jest proporcjonalna sdedniej
liczby czstek w stanach wigiowych tj. do iloczynu f(E,) f(E,) i nie zaley od liczby

czastek w stanach Kmowych, gdy nie obowgzuje zakaz Pauliego. Liczba astek z
przejciami odwrotnymi(E,E,) - (E,E,) jest odpowiednio proporcjonalna ddE;) f(E,).

W réwnowadze termodynamicznej obydwie liczby zdénmreisz by¢ réwne:

f(E) f(E)=1(E) f(E) . (7.19)
Korzystapc z zasady zachowania enerBif+E, = E; + E, mozemy napisé
f (El) f (Ez) = f (Es) f (El +E, - Ea) (7.20)
i po zlogarytmowaniu otrzymujemy:
Inf(E)+Inf(E,)=Inf(E,)+Inf(E +E,-E,) (7.21)

Raézniczkujemy powysze wyraenie wzgédem E;i E, traktupc E,E, i E; jako zmienne
niezalene:

1 df(E)_ 1 df (E, +E, - E,) (7.22a)
f(g) dE, f(E+E,-E)d(E+E,-E)
1 df(E)_ 1 d(g+E-E) (7.22b)

f(Ez) dEz B f(E1+E2_E3) d(E1+E2_E3)

Poréwnujc stronami (7.22a) i (7.22b) otrzymujemy:
1 df(E)_ 1 df(E)
f(E) dE  f(E) dE
Lewa strona réwnania zake od E prawa tylko odE,. Rowna¢ (7.23) mae by tylko
spetniona, gdy lewa i prawa strona rownania (7sg3pwne jednej i tej samej waki statej:

(7.23)

1 df(E)
= 7.24
f(E) dE o (7.24)
po scatkowaniu rownania (7.24) otrzymujemy:
f(E)= Ae” (7.25)

gdzieA jest stad catkowania (czynnikiem normalizigym rozktadu). StatA wygodnie jest

zashpic¢ inng stalh wzoreme” = A. Czynnik normalizacyjny znajdujemy z warunke, suma
wszystkich czstek uktadu rowna jest catkowitej liczbyastek N :

TN(E)dE :T f(E)g(E)dE = N 7.26)

Potrzeby w (7.26) funkacg gestaosci stanow g(E) tatwo mana znale¢ dla castek gazu
idealnego bez oddziatywta Odpowiednie rachunki prowagldo wyniku:

e’ = N( h° j (7.27)

V| 27mkT



Ponadto z korespondenciji z termodynaar(ttoswiadczeniem) otrzymujemy:

U
a=-— 7.28
KT ( )

Parametrf znajdujemy w funkcji rozktadu (7.25) znajdujemy amnwnku zachowania energii

— suma energii wszystkich gstek uktadu musi kyrowna catkowitej energii wewgtrznej
uktaduU :

U= T EN(E)E = T Ef (E)g(E)dE (7.29)

Wstawiapc do tego warunku funkgjgestasci standow g(E) dla gazu idealnego oraz znane z
kinetycznej teorii wyraenie na energiwewretrzng gazuU = 3/2NKT otrzymamy:

-1
== 7.30
p= = (7.30)
Ostatecznie wic funkcja rozktadu M-B ma posta
f_s(E) = gW BV (7.31)

Obliczapc ze wzoru (7.16) catkowgtliczbe stanowG dla gazu idealnego (jako gargranic
catkowania wstawiamyE =3KT /R znajdujemy konkretn post& kryterium (7.18) dla
niezdegenerowanego gazu:

N h3 3/2
— <<1 (7.32).
V | 2mkT

Mozna stwierdzt, ze kryterium to jest spetnione dla waito koncentracjin=N/V i mas
czgstek wszystkich gazéw w warunkach normalnych. Dlekteonéw w metalach
(n=10"m" i m=10%kg) warunek (7.32) spetniony dopiero w temperatura6hoK, w
ktérych metal jako ciato state nie istnieje.

Statystyka Fermiego-Diraca
Statystyka Fermiego-Diraca (F-D) stosujemy przysigpzdegenerowanego gazu fermionow .
Fermionami nazywamy ggtki o spinie ¥2 (elektrony, protony, neutrony, tnew i inne). Jak
wiadomo czstki te opisyj antysymetryczne funkcje falowe w zwku z tym obowizuje je
zakaz Pauliego.

Dla znalezienia funkcji rozk%adu‘(E) dotyczcej fermiondw, rozpatrzmy zderzenia
dwoch fermionow, stosgg analogiczne oznaczenia jak w zderzeniach opisammzy
analizie rozkladu M-B. Liczba zdenze przejciem (EE,) - (E,E,) bedzie teraz nie tylko

proporcjonalna do stopnia obsadzenia stanéw o Emérgvykciowych czyli f(E,) f(E,),
ale réwnie do nieobsadzenia pozioméw damwych, czyli do[1- f(E)[1- f(E,)]. ze

wzgledu bowiem na zakaz Pauliego, fermiony nie mpzechodzi do standw ji zagtych.
Podobnie liczba zderaez przejciem odwrotnym(E.E,) - (E,E,) bedzie proporcjonalna do

f(E,) f(E,) oraz do[i- f(E )1~ f(E,)]. W stanie réwnowagi obie liczby zdefzenusz
by¢ rowne

f(&) H(EJ- f(E)r-f(E)=f(E) f(EJ-f(E)L-f(E)] (7.33)
f

Dzielac powyzsze réwnania f(E,) f(E,)f(E,) f(E,) otrzymamy:

[f(la)_ }{f(tg)_ } {f(:léz)_l}{f(tl)_ } (7.34)




Poréwnujc réwnanie z (7.34) z (7.19) widzinyg funkcja:%—l spetnia takie réwnanie

jak funkcja f(E), w statystyce M-B. Wykong¢ analogiczne obliczenia jak w przypadku
statystki M-B otrzymujemy:

(E) (E)

gdzie y jest stad.
Po scatkowaniu réwnania (7.35) otrzymujemy:

ﬁ_l: Be* dla f(E)<<1 (7.36)
gdzie B jest stad catkowania (czynnikiem normalizacyjnym). Dla madyobsadze tj. dla
f(E)<<1 jeden w (7.36) mma opuci¢ i funkcja rozkladu F-D  przyjmuje posta
charakterystyczndla rozktadu M-B.

f(E)=Be ™ (7.37)
Przez porownanie z zwiku (7.37) z funke (7.37) mana znalé¢ state parametryBi y
funkcji rozktadu F-D:

B=e* y=1/kT

W rezultacie funkcja rozktadu F-D przedstawiarsastpujaco:

fE—D(E):E(ET,u):!-kT—_'_l (7.38)
W temperaturze zera bezwegdhego T = K, potencjat chemiczny nazywaesenergi
(poziomem) FermiegoE,

u(0)=E; (7.39)
naleey zaznacz§, ze niekiedy szczegOlnie w fizyce pétprzewodnikow nisz w
temperaturach tdych od 0 K potencjat chemiczny nazywany jest posm Fermiego.
Mozna zauwayc¢, ze

1L E<E,
lim f. o (E)=11/2 E=E: (7.40)

0, E>E,

W temperaturze zera bezwgdhego funkcja rozktadu F-D zmienia skokowo. Wszystkie
najnzsze poziomy energetycznez ado energii E- s3 calkowicie obsadzone -
prawdopodobigstwo obsadzenia wynosi 1, czyli tege poziom jest obsadzony jest pewne.
Pozostate stany o energiacheksizych odE. s3 puste prawdopodohistwo ich obsadzenia
wynosi 0. Takie zachowanie jest zrozumiate, gdytemperaturze zera bezweghego uktad
znajduje s} w najnizszym stanie energetycznym, w ktérym fermiony zajmo@jnizsze
poziomy energetyczne z przestrzeganiem zakazudgaulDziatanie tego zakazu sprawie,
w temperaturze 0 K wszystkie fermiony nie mogic znal&¢ na zerowym poziomie
energetycznym, jak przewidywataby statystyka klasgc Z przebiegu funkcji rozktadu F-D
w temperaturze 0 K wynik&e energia Fermieg&, - jest to najwysza energia jakmog
posiadé fermiony w temperaturze zera bezwzlyiego. Poniewarozwazalismy gaz castek
swobodnych, wic energia ta odpowiada energii kinetycznej i jesvsze dodatnia. Enetgi
Fermiego ména wyliczy¢ z warunku normalizacji (dld =0K ), ze suma wszystkich ggtek
musi by rowna liczbie castek uktaduN :



Er Er
[N(EXE = [ f. 5 (E)g(E)dE = N (7.41)
0 0
Poniewa dla T =0K w przedziale energii od 0 d&. funkcja rozk}adufF_D(E):l wigc
korzystajc z wyraenia opisuyjcego gstas¢ stanow czstek swobodnych otrzymujemy:
87V

a7 (2m)*?E.** =N (7.42)
Stad:
h2 3n 2/3
E.=—| — 7.43
F 2m(8ﬂj (7.43)

gdzie n= N/V jest koncentragjfermionéw. W metalach waré energii Fermiego jest ¢du
kilku eV.

Oszacujmy dla ilustracji ile energia Fermiegp wynosi dla miedzi dla temperaturyf = .0
Przyjmupc, ze mied ma jeden swobodny elektron na atom znajdujemy:

3
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Dla T > 0K cz¢é¢ fermiondéw ulega termicznemu wzbudzenia do stanéwci/ch
powyzej energii Fermiego, pozostawjajpo sobie nieobsadzone stany o energszej ni
E. . Energia wzbudzenia termiczneekT) w temperaturach bliskich pokojowej jestdm
setnych eV, a wc mata w porownaniu ddE.. W rezultacie w temperaturach niezbyt
wysokich funkcja rozktadu F-D (7.38) a0 sie od rozktadu dlalr =0K tylko w najblizszym
sasiedztwie E; . Potencjat chemiczny maozna znale¢ z warunku normalizaciji did@ > 0K :

T fo_o(E)g(E)JdE=N. 7.44)

Catki tej nie da si policzy analitycznie. Obliczenie przyhbne dla niskich temperatur
takichze (KT << E.) daje nastpujace wyraenie nay :

u=E, ll—g(E—Tj } (7)45

Poniewa KT jest staje sirzedu E. dopiero w temperaturachedu 10°K , zatem w realnych
temperaturachy = E.. W bardzo wysokich temperaturach zdegenerowanyfeaaionow
przechodzi w gaz niezdegenerowany, opisany statydtlyB. W takich warunkach potencjat
chemiczny staje siujemny i praktycznie maleje liniowo ze wzrostenmperatury. Ze
wzrostem temperatury stopiedegeneracji ukiadu maleje. Naje jednak pamitaé, ze
potencjatl chemiczny i w szczegokoo energia Fermiego zalg rowniez od koncentracji
fermiondw i w przypadkach gdy koncentracja tanie silnie z temperatgr (np. w
potprzewodnikach) wzrost temperatury reozamiast zmniejszania spowod@wezrost
stopnia degeneracji ukladu. Zawsze o stopniu dagefi decyduje pofmie poziomu
Fermiego, im niej lezy poziom Fermiego, tym aszy stopié degeneracji.

Jak wynika z postaci rozktadu F-D niezailee od temperatury:

fo o(E)=1/2, E=u (7.46)

Mozna wic potencjat chemiczny: i w szczegolnéci energe FermiegoE; zdefiniowa jako
poziom dla ktérego prawdopodohswo obsadzenia wynosi ¥z .




Na koniec policzmysrednhg energ¢ czastek podlegacych statystyce F-D dla
T =0K. Korzystagc z definicji wartdci sredniej (suma energii wszystkich astek
podzielona przez liczbczastek) oraz wyrzenia na gstasé stanéwg(E) czastek swobodnych
otrzymujemy:

E
j E)dE j E32dE 5
2 = =2E, (7.47)

'[ EJ'FEl/sz
0

Srednia energia fermlonow W =0K jest redu E.. Ukiad klasycznych estek §rednia

energia 3/2KT ) musiatby mié temperatuy rzedu 10°K aby castki tego uktadu miaty
sredng energe taka jaka map fermiony.

Ciepto wiasciwe metali

W msl teorii klasycznej ciepto wiziwe prostego metalu pochodzi od drgaeci o powinno
wynosi 6cal /mol . Poniewa jednak ze wzrostem temperaturyni@ energia translacyjna
elektronéw walencyjnych tak elektrony powinny wnoé&iprzyczynek do ciepta wdaiwego.
Jeliby energia kadego elektronu byta niezaiea od catej reszty sytuacja byta by podobna do
sytuacji w gazie jednoatomowym: Ady elektron z zasady ekwipartycji energii miatby

(8)-

energe cieplny ng. Przyczynek od pojedynczego elektronu do ciepiaivego powinien

WYNOSK:
C/
N
Elektronowe ciepto wikxiwe jednego mola elektronow bytobyewiréwne3cal /mol , a tym
samym ciepto wiciwe prostego jednowarciowego metalu, ¢xlace sum ciepta sieciowego
i elektronowego, wynositabyd cal /mol . Z dégwiadczenia wiadomaze warta¢ ta jest zbyt
wysoka: mierzone ciepto wdeiwe nigdy nie jest wksze ni 6cal/mol [K. W celu
wyjasnienia tej sprzeczhoi zajmiemy st blizej wzbudzeniami cieplnymi elektronéw
walencyjnych. Przypomnijmyze elektrony walencyjne zawartg & pamie 0 Szerokeci
kilku ev. W stanie podstawowym wszystkie poziomy p@epipoziomu Fermiego as
obsadzone. Wzbudzenie elektronu oznaczac wirzeniesienie go na jeden z pustych
poziomow powyej poziomu Fermiego. W temperaturze pokojowej fhakie energii &

3
=2KT 7.48
2 (7.48)

rzedu kilku KT tzn. wynosz zaledwie %ev. Wzbudzenie elektrondéw znajdaych sé

gteboko ponkej poziomu Fermiego jest nieowve. Wzbudzé termicznych mog doznawa
tylko te elektrony, ktére znajdyjsie w cienkiej warstwie przy powierzchni Fermiego.
Mozemy otrzymé& bardzo doktadne wyranie opisujce ciepto wiaciwe elektrondow
walencyjnych, przyjmujc dwa proste zakenia: (1) wzbudze mog doznawa tylko te
elektrony, ktorych odlegks o poziomu Fermiego nie przekrack®@ ; pozostate elektrony nie
mog absorbowaé energii cieplnej; (2) elektrony, ktore dozpayzbudzé zachowuy sie jak

gaz doskonaty i ich energia cieplna WynegskT. W temperaturzeT catkowita energia

N elektronow walencyjnych jest wg rowna:
E(T)= E(O)+[ngjg(Ef )T = E(0 )+ NK SE—T (7.49)
F



gdzie g(EF)jest gstascig stanOw na poziomie Fermiego. Czynr@{Ef)ElkT okresla wigc
liczbe elektronow, ktére mag zosté wzbudzone, a czynnikng daje energi ciepln

pojedynczego elektronu. Wielk® E(O) okresla energ¢ elektronéw w ciele statym w stanie

podstawowym i nie zaky od temperatury. Ze wzoru (7.50) otrzymujemy e@agce
wyrazenie opisujce ciepto wiaciwe 1-go mola metalu:

dE 3. (3KT
C? =—= =3qg(E. kT == Nk 7.51
T 9(E;) > (Ej (7.51)

Dla prostych metali ze wzoru (7.51) otrzymujer@yod okoto 10T do 10™°Tcal / mol [K .

Ze wzoru (7.51) wynika way wniosek, mianowicieze elektronowe ciepto wiaiwe jest
liniowg funkcjg temperatury. Wniosek ten jest sprzeczny z klasyteorg gazéw. Pierwszy
czynnik w ostatnim wyrgeniu po prawej stronie wzoru (7.51) jest taki jd& Klasycznego

gazu; drugi czynnik‘?'kT
F

wkiad do ciepta wiéciwego. Wzgtdne wartéci elektronowej i sieciowe] €%ci ciepta

wiasciwego zalea od temperatury. W niskich temperaturach przyczyf(mkszy niz 5K )

przyczynek elektronowy jest wkszy od sieciowego, wysokich przyczynek sieciowy

zdecydowanie przewa. Liniowa zalenos¢é Cfod temperatury zostata potwierdzona

uwzgkdnia fakt, ze jedynie niewielki utamek elektronow wnosi

doswiadczalnie . PomianC pozwalaj wyznaczy gestcs¢ standéw na poziomie Fermiego;
stanowj wiec jedry z bezpérednich metod badania struktury pasmowej ciat staty

Przewodnictwo elektryczne metali

Jezeli zalaymy, ze si€ krystaliczna metalu jest doskonata, nie zawierieldéw i atomy
znajdup sie doktadnie w wztach sieci to przy opisie przewodnictwa elektryego w metalu
w ramach modelu elektronéw swobodnych dojdziemywdwosku, ze na poruszage st
elektrony nie dziatajzadne sity oporu. Przewodfioelektryczna metali powinna wa by¢
nieskaiczenie dua. Z déwiadczenia wiadomoze tak nie jestZrodta oporu elektrycznego
metali naley upatryw@& w niedoskonatéciach sieci krystalicznej. Na niedoskongtcieci
krystalicznej skiadaj sic dwie przyczyny. Doskonata okresogcsieci jest naruszana przez
wystepujace w rzeczywistych krysztatach defekty — atomy eeryszcze, dyslokacje,
granice ziaren, itp. Oprocz tego atomy wz¥ach sieci wykonuwj drgania cieplne, co réwnie
powoduje naruszenie jej okresadmd Opdr elektryczny jest spowodowany rozpraszaniem
poruszajcych s¢ wewrmgtrz krysztatu elektronow na defektach sieci i digah sieci
(fononach) . Z powsszych rozwaan wynika, ze opor widciwy metalu p moze by zapisany
w postaci sumy dwoch sktadnikow

P = Pug T P (7.52)
gdzie p,,jest zwhzane z drganiami cieplnymi sieci, @, - opor spowodowany defektami

struktury krystalicznej. Sktadnik uwarunkowany dugani cieplnymi sieci maleje wraz z
obnizaniem temperatury i w temperaturach bliski@K jest bardzo maty. Drugi ze
sktadnikéw, zwazany z defektami struktury, nie zajeod temperatury i powoduje tzw. opor
resztkowy metalu, ktory jest odpowiedzialny za w&it oporu mierzonego w niskich
temperaturach.

Znajdziemy teraz zwrek pomgdzy przewodnécia elektryczm metali oi
wielkosciami opisugcymi ruch elektronéw w sieci krystalicznej. Niechj@dnostce olgtosci



metalu znajduje si nelektrondbw swobodnych. Iclhredni predkos¢, zwary predkoscia
unoszenia, ok&a wzor:

—Zu (7.53)
Jezeli na elektrony nie d2|a+a zewtnzne pole elektryczne, to qgutkos¢ unoszenia jest rowna
zeru, w metalu nie ptynie g elektryczny. Jeeli metal umiéci¢c w polu elektrycznym o
natzeniu E, to na kady elektron dziata ze strony sita

F. =—eE (7.54)
Prawo Ohma w oplsqq:e gstas¢ pradu w uktadzie wyglda nasgpujaco:

j= (7.55)
Z drugiej strony gstas¢ prqdu jest zwazana z pgdkoscig unoszenia

j=-end (7.56)
Poréwnanie tych dwoch ostatnich zwkéw prowadzi do wnioskuze prdkosé unoszenia
musi by proporcjonalna do natenia pola elektrycznego i stata w statym polu eladnym.
Sytuacja taka jest mtiwa jezeli na elektrony przewodnictwa oprécz sify = —eE, dziata
sita oporu proporcjonalna dogalkosci unoszenia.

F,=-y (7.57)
gdzie y - wspétczynnik proporcjonalioi. Réwnanie ruchu dléredniego elektronu ma wa
posta:

3!—‘

du =
m— =-eE - )0 7.58
p Wi (7.58)
Rozwigzujac to rownie, okazuje size w stanie ustalonyrh — o predkos¢ unoszenia wynosi:
U= % —_—eTE =-LE gdzier = n}} jest tzw. czasem relaksacji . Podstawgaptrzymane
wyrazenie do réwnania (7.56) dostajemy:
j =enuE (7.59)
Poréwnanie powiszego réwnania z prawem Ohma (7.55) pozwala zé€alevigzek
pomidzy przewodngciag elektryczm metali i parametrami opisigymi elektrony
przewodnictwa.
2
a:en,u:em 7.60)

W klasycznej teorii przewodnictwa elektrycznego tahegaz elektronowy jest
traktowany jako gaz doskonaly. Istnienie s&monego oporu elektrycznego jest ttumaczone
zderzeniami elektronow spowodowanymi ruchami cigmiin Ruchy cieplne zaburzaruch
elektronbw w polu elektrycznym. Taki model prowaddd zwiazku okrélajacego
przewodnictwo elektryczne metali w postaci:

_éenr
kK~ Zme
gdzie r' - $redni czas pomgidzy kolejnymi zderzeniami. Zwéiny uwag, ze wzor ten réni
sie od zwhzku wyprowadzonego wcgeriej w ramach modelu elektronéw swobodnych tylko
interpretacja czasu relaksacji i cyfw mianowniku. Tak wjc formalnie rgnica jest
niewielka. Jednak w rzeczywistm roznica pomédzy teori klasyczm i modelem
swobodnych elektrondw jest znacznielgiza. W teorii klasycznej zaklad&,ste wszystkie
elektrony walencyjne twosze gaz elektronowy magsic swobodnie poruszaw obrbie
krysztalu. W modelu elektronéw swobodnych zaktada rsaatomiast,ze w zjawiskach

(7.61)



transportu mog bra¢ udziat tylko elektrony o energiach bliskich energermiego (patrz
ciepto wigciwe metali), bowiem tylko te elektrony majw poblizu wolne poziomy
energetyczne i magzmienia& swop energe, uzyskuac dodatkowy predkosc.

Przewodnictwo cieplne metali, prawo Wiedemanna-Frama

W metalach istnigj dwa mechanizmy przenoszenia ciepta przez &wgstaliczry i za
paosrednictwem elektrondw przewodnictwa. Przenoszerepta przez sie krystaliczy ma
miejsce rowni¢ w dielektrykach. Jest to tzw. przewodnictwo foneeo Jednak z
doswiadczenia wiadomoze metale przewodz ciepto znacznie lepiej od dielektrykow.
Wynika z tego,ze musi w nich istnie efektywniejszy mechanizm przenoszenia ciepta. Jest
nim transport ciepta przez elektrony przewodnictwa.

Dla prostoty rozpatrzmy zjawisko przewodnictwapbieego metali w oparciu o model
klasyczny. Potraktujmy elektrony przewodnictwa j@az elektronowy. Wspotczynnik
przewodnictwa cieplnego gazu doskonatego dérewigzek:

Xa =%p<V>/1cv =%nme<V>/10v 62)
gdzie indekskl oznaczaze postugujemy simodelem klasycznym. Ciepto vitawe w statej
objetosci dla gazu jednoatomowego wynosi:

g == K (7.63)

gdzie x4 - masa molowaSrednia droga swobodna elektronéw zadoy¢ wyrazona poprzez
sredni czas mgidzy zderzeniami

A=W (7.64)
Podstawiajc dwa ostatnie zweki w (7.62) i korzystajc z zasady ekwipartycji energii, ktéra
m(v)’
2

mowi, ze = g KT otrzymujemy:

_ 3k*nr'T
2m

(7.65)

ki

Za transport tadunku (przewodnictwo elektryczn&pnsport ciepta (przewodnictwo cieplne
w metalach) $ odpowiedzialne elektrony twagee gaz elektronowy. Mma s¢ wiec
spodziewd, ze wspotczynnik przewodnictwa cieplnega przewodnéc¢ elektrycznao beda

ze solg zwigzane. Znajdmy stosunek tych dwoch wielka wyprowadzonych w ramach
modelu klasycznego.

X - {ETT (7.66)
Oy e

Otrzymalémy prawo Wiedemanna-Franza zgodnie z ktorym dla alnestosunek
wspotczynnika przewodnictwa cieplnego do przewosiiioelektrycznej jest w danej
temperaturze staty i proporcjonalny do temperatBnawo to pozostaje w dobrej zgodciaz

danymi ddwiadczalnymi dla wielu metali. Poprawne oparte neorit kwantowej

wyprowadzenie prawa Wiedemanna-Franza prowadzizwwy

2

X :i(ﬁj T. (7.67)
o, 3\e

R&zni si¢ on od wersji klasycznej jedynie wadtiy wspotczynnika liczbowego — 3 zostato

zasgpione przez%. Tak wiec blad popetniany przy obliczeniach ze wzoru klasycznego

rowny ok. 10% . Prawo Wiedemanna-Franza jest rénzrapisywane w postaci:



X oo (7.68)
g

gdzie L - tzw. liczba Lorentza.

Statystyka Bosego-Einsteina
Statystyce Bosego-Einsteina podlegadegenerowane uktady bozonow, czyligstek
posiadajcych spin catkowity (nale do nich np. fotony, fonony, jadra z parzysiczbs
nukleonow, mezomi inne. Jak wiadomo, @ztki te opisuj symetryczne funkcje falowe i nie
obowigzuje je zakaz Pauliego.

Aby znale¢ funkcje rozktadu B-E znowu rozpatrzymy zderzenia dwgstkowe. Jak
zwykle , liczba zderzez przejciem (E,E,) - (E,E,) jest proporcjonalna do liczby gstek w

stanach wyjciowych, a w¢c do f(E) f(E,). Poniewa bozony nie obowizuje zakaz

Pauliego, w¢c bozony mog przechodai zaréwno do standw pustych jak i ggch przez
inne bozony, przy czym prawdopodalsévo przejcia jest tym wgksze im weksze jest
zapetnienie stanow keowych. W efekcie liczba zdenze przejciem do standwk; i E,

bedzie proporcjonalna do f(E,) f(E, )1+ f(E)1+ f(E,)]. Jedynki w nawiasach

kwadratowych uwzgldniajg fakt, ze istniej rowniez przegcia do standw nie obsadzonych
dla ktérych f(E,)=f(E,)=0. Dla matych obsad#estanéw f(E)<<1 (warunek braku

degeneracji bozondéw) i wytania w nawiasach kwadratowych praktycznie rownsig
jednaci. Prawdopodobigstwo przejcia kedzie takie samo jak niezdegenerowanych uktadach
czgstek klasycznych. Statystyka B-E przechodzi wowezasatystyk M-B.

Liczba zderze z przejciami odwrotnymi (E,E,) - (EE,) bedzie analogicznie

proporcjonalna dof (E;) f(E, )1+ f(E)Ji+ f(E,)]. W réwnowadze termodynamicznej obie

liczby przeg¢ musz byc¢ rowne:
f(E) fEJL+ FE)+ f(E)]=f(E) f(EJa+ f(E)2+ f(E,)] (7.69)
f

Dzielac réwnanie przeZ (E,) f(E,)f(E,) f(E )otrzmeJemy:

{f(la) +1}{ f(lEg) +1} :{ f (152) +1}{ f(lEl) +1} (7)70

Poréwnujc réwnanie z (7.39) z (7.19) widzinkg funkcja:%+1 spetnia takie rownanie

jak funkcja f(E), w statystyce M-B. Wykona¢ analogiczne obliczenia jak w przypadku
statystki M-B otrzymujemy:

1 Td[ 1 _
{@ﬂ} d—E{ﬁﬂ}—y, (7.72)
Wobec tego
L -pes 7.72)

f(E)
State B=e*'¥" y=1/KT s3 takie same jak w przypadku fermionéw. Ostateczoatg
rozktadu B-E przedstawiagshastpujaco:

1
fo-e(E) = e 7 (7.73)



Mozna zauway¢, ze funkcje rozktadid, .(E) i f,,_(E) nie maj tak prostej interpretacii
jak funkcja Fermiego-Diracaf, ,(E), ktéra przestawia prawdopodohi#wo, ze stan o
energii E jest zagty. Wigze st to z faktemze w statystykach M-B i B-E ten sam stanz@o
by¢ zagty przez wiele cgstek.

Wielkos¢ potencjatu chemicznega podobnie jak innych statystykach ama znaleéc
z warunku normalizacji petnej funkcji rozktadu:

TN(E)dE =N (774

Do bozondéw zalicza sim. in. fotony. Fotony wyriniajg sie z pagrod innych bozondw,
takich jak pdra o parzystej liczbie nukleonow, specjalnymi @uh Charakteryzygj sie
zerowg mag spoczynkow i stah predkoscia ¢ , mog powstawa (w wyniku emisji) i znika&
(w wyniku absorpciji) nie spetnigjwarunku zachowania liczby gztek N w uktadzie (gazie
fotonowym). W warunkach réwnowagi przy danych wsstachV i T ustala sj taka liczba
fotondw, ktora zapewnia minimum energii swobodreggfotonowego:

oF(V,T,N)
ON

Poniewa lewa strona warunku (7.54) z definicji jest pojalem chemicznym wic dla gazu
fotonowego:

=0 (7.75)

u=0 (7.76)
Wobec tego funkcja rozktadu B-E dla gazu fotonowpgryjmuje posté
1 1
fB—E(E): eE/M = /K _q° (7.77)

Jest to postafunkcji otrzymanej przez Plancka przy obliczadiadniej energii oscylatora
harmonicznego w promieniowaniu ciata doskonalerczgo.



